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PREFACE

La résolution de triangles occupe toujours plusieurs pages dans les livres
didactiques traditionnels d’algébre, calcul, géométrie, etc; son importance
est donc plus qu’évidente. Cependant, dans leur approche de résolution, les
auteurs mettent surtout I’emphase sur les aspects algébrique et numérique
du probléme, et, pour ces ouvrages, construire ou résoudre un triangle signi-
fie calculer les angles et les longueurs des c6tés a partir de certains de ses
éléments connus numériquement. Nous y voyons alors tout un développe-
ment de formules utilisant les fonctions logarithmique et trigonométriques
dont le but est de pouvoir résoudre facilement et rapidement les équations
qui en découlent.

Cette fagon de procéder se justifie par le fait que les calculatrices et
les ordinateurs personnels n’étaient pas disponibles et/ou accessibles. Au-
jourd’hui, ce n’est plus le cas et, avec les logiciels graphiques et symboliques
comme Cabri-géométre (pour les figures) et Mathematica (pour les aspects
algébrique et numérique), nous pouvons nous concentrer sur les aspects
géométrique, pédagogique et théorique des problémes. A notre avis, la
meilleure fagon de &’y prendre est & travers les constructions géométriques.

Les constructions géométriques—les constructions que nous pouvons
effectuer & ’aide de la régle non graduée et du compas—et les probléemes qui
en découlent ont leurs origines avec les anciens grecs. Malgré cela, ce sujet
est demeuré actuel et aujourd’hui encore il n’a pas perdu de son intérét ni de
son importance dans la formation de I’étudiant (nous utiliserons seulement
le masculin dans le but d’alléger le texte) des mathématiques en général
et de la géométrie en particulier. En effet, les constructions géométriques
aident I’étudiant a développer sa concentration, son intuition, sa mémoire
et ses sens de l'invention et de Pobservation puisque les problémes, en
demeurant simples et faciles & comprendre, réussissent fort bien a le défier
et le motiver, tout en lui donnant le goiit pour le travail intellectuel et en
le stimulant a approfondir ses connaissances.

Cet ouvrage a donc été écrit de facon a exploiter les logiciels cités et
résoudre un triangle signifiera, dans un premier temps, construire géométri-
quement les longueurs de ses cotés et le triangle proprement dit a partir de
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AVANT-PROPOS

Ce manuel a été écrit dans le but d’introduire les constructions géomé-
triques—les constructions que nous pouvons effectuer a ’aide de la régle
non graduée et du compas—et de rendre I’étude de la géométrie du trian-
gle plus enrichissante et stimulante. Des logiciels comme Cabri-géométre,
développés pour la construction de figures, permettent a Pétudiant(e) de se
concentrer sur les aspects géométrique et théorique des problémes, laissant
les aspects algébrique et numérique a des logiciels comme Mathematica.

Les connaissances nécessaires pour résoudre la majeure partie des pro-
blémes proposés— 371 que nous avons générés de fagon systématique et
ordonnée afin qu’on puisse les repérer facilement—sont celles acquises lors
d’un premier cours de géométrie euclidienne plane et la théorie corres-
pondante se retrouve dans n’importe quel ouvrage didactique. Le restant
des problémes fait appel a des développements algébriques laborieux avec
lesquels le lecteur doit étre a I’aise ou & des connaissances plus approfondies
de la géométrie du triangle. Celles-ci pourront étre acquises & travers les
théorémes présentés et démontrés tout au long de I'ouvrage.

Dans plusieurs problémes, nous devrons résoudre une équation poly-
nomiale du troisitme ou quatriéme degré. Nous avons écrit un appendice
donnant les formules qui résolvent ces équations et en avons profité pour
exposer quelques résultats sur la théorie des nombres constructibles.

L’auteur
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trois de ses éléments connus d'une facon visuelle (des figures représentant
des angles et des segments de droite). Dans un deuxiéme temps, si cette
démarche s’avére difficile ou impossible, résoudre un triangle signifiera cal-
culer algébriquement les longueurs de ses cotés a partir de trois de ses
éléments connus d’une fagon générique (symbolique). Il est évident que
le but de I’'une ou ’autre méthode de résolution est de pouvoir connaitre
les valeurs numeériques des longueurs des cotés si nous voulons faire des
applications numériques; dans ce cas, pour la méthode graphique, nous
ferons appel a la géométrie analytique et au logiciel Cabri-géométre; pour
la méthode algébrique, les équations et systéemes d’équations non linéaires
qui en découlent sont facilement résolubles avec Mathematica.

Les connaissances nécessaires pour résoudre la majeure partie des pro-
blemes proposés sont celles acquises lors d’un premier cours de géométrie
euclidienne plane et la théorie correspondante peut étre retrouvée dans
n’importe quel ouvrage didactique; entre autres, nous citons [12], [19], [26]
et [28] car ils présentent les sujets d’une fagon qui correspond bien a notre
approche. Principalement, le lecteur doit connaitre les propriétés fonda-
mentales des céviennes® et points les plus importants du triangle.

Le restant des problémes fait appel & des développements algébriques la-
borieux avec lesquels le lecteur doit étre a I’aise ou a des connaissances plus
approfondies de la géométrie du triangle. Celles-ci pourront étre acquises
a travers les théorémes présentés et démontrés tout au long de 'ouvrage et
dans [1] d’une forme plus ordonnée.

Ce manuel est divisé en trois chapitres. Le premier— Considérations
générales—est subdivisé en trois sections. Dans la premiére, nous décrivons
en détail les concepts, constructions et lieux géométriques fondamentaux
que le lecteur aura besoin de connaitre pour pouvoir résoudre les problemes
proposés; dans la section suivante, nous présentons quelques définitions et
ensuite nous expliquons les critéres retenus pour ordonner les problémes afin
qu’on puisse les repérer facilement; & la derniére section, nous décrivons la
méthode qui doit étre utilisée pour résoudre les problémes graphiquement
et donnons un exemple.

Notre expérience comme étudiant et enseignant nous a appris que la
meilleure fagon d’assimiler un sujet est en faisant des exercices—et beau-
coup! Afin de procéder de fagon systématique— ce qui nous a permis
de constater que le probléme 157 (le seul!?) posséde quatre solutions—,
nous proposons, dans le deuxiéme chapitre, 371 exercices ordonnés selon les
critéres expliqués dans le premier chapitre. Le symbole A placé au début

5 Segment de droite qui part d’un sommet d’un triangle et se termine sur le
c6té (ou son prolongement) opposé. Les céviennes les plus importantes sont
les bissectrices extérieure et intérieure, les hauteurs et les médianes.
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du probléme signifie que celui-ci posséde une solution graphique; autrement
sa solution est algébrique ou numérique ou les données forment un «datumy
(voir le premier probléme).

Nous notons que les ouvrages didactiques ne fournissent pas la solution
aux problémes proposés et souvent pas méme la réponse. L’étudiant se voit
ainsi frustré dans ses efforts de compréhension puisqu’il ne peut jamais étre
certain de son raisonnement s’il pense qu’il a réussi un probléme ou alors,
aprés avoir passé un cerfain lemps en essayani de le résoudre, ne peut
savoir ol se trouve la solution au «casse-téte). Dans ce manuel, le lecteur
trouvera, dans le troisieme chapitre, une solution détaillée a presque tous
les exercices proposés. Ces solutions seront parfois 'objet de commentaires,
en plus de servir comme motivation pour le développement de résultats qui
ne sont pas normalement mentionnés dans les ouvrages courants.

Dans plusieurs problémes, nous devrons résoudre une équation poly-
nomiale du troisiéme ou quatrieme degré. Nous avons écrit un appendice
donnant les formules qui résolvent ces équations et en avons profité pour
exposer quelques résultats sur la théorie des nombres constructibles. Le
lecteur intéressé par ce sujet est référé a [3], [11], [13] et [31].

La liste compléte des ouvrages consultés se trouve a la fin du volume.
L’auteur les a presque tous trouvés a la bibliothéque de I’Université de
Montréal et parmi les ouvrages d’autres universités, nous mentionnons [1]
(Université de Toronto), [13] (Ecole Polytechnique de Montréal), [16] (Uni-
versité de Sherbrooke), et [22] (Université d’Alberta a Edmonton).

Nous tenons a remercier Lucie Bibeau pour ses commentaires et son
support.
Luis Lopes

Boucherville, Québec
Mai, 1996
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CHAPITRE |

CONSIDERATIONS GENERALES

1 Concepts, constructions et lieux géométriques fondamentaux
1.1 Concepts fondamentaux
En plus des propriétés élémentaires des points et lignes remarquables

du triangle, nous supposerons que le lecteur connait les concepts suivants:

i) mesure d’un angle vis-a-vis le cercle (I’angle au centre, inscrit,
etc);

il) puissance d’un point par rapport a un cercle;
iii) division harmonique d’un segment de droite;
iv) similitude et homothétie;
v) symétrie par rapport a un point (ou rotation de 180° autour
de ce point).
1.2 Constructions géométriques fondamentales
Les constructions géomeétriques suivantes seront effectuées fréquemment
et seront supposées connues:
1) transport d’un segment de droite;
ii) transport d’un angle;

ili) par un point donné sur une droite, élever une perpendiculaire
a cette droite;

iv) par un point pris hors d’une droite, abaisser une perpendicu-
laire sur cette droite;




v) par un point pris hors d’une droite, mener une paralléle a cette
droite;

vi) tracer la médiatrice d’un segment de droite (mener la perpen-
diculaire au milieu de ce segment);

vii) diviser un segment de droite en n parties égales;
viii) tracer la bissectrice d’un angle donné;

ix) mener une tangente & un cercle par un point sur ou a 'exté-
rieur de la circonférence;

x) tracer I’arc capable d’un anglé donné sur un segment de droite
donné;

xi) construire la quatrieme proportionnelle a trois segments de
droite donnés;

xii) construire la moyenne proportionnelle entre deux segments de
droite donnés;

xiil) trouver la position d’un quatriéme point qui forme avec trois
autres une division harmonique.

1.3 Lieux géométriques fondamentaux

Les lieux géométriques suivants seront utilisés fréquemment et seront
SUppOsés connus:

i) le lieu géométrique des points d'un plan situés a une distance
donnée d d’un point donné P de ce plan est la circonférence
de centre P et rayon d;

ii) le lieu géométrique des points également distants (i.e., équi-
distants) de deux points donnés est la médiatrice du segment
de droite déterminé par les deux points;

ii1) le lieu géométrique des points d’un plan situés a une distance
donnée d d’une droite donnée r de ce plan se compose de deux
droites paralléles 4 la droite r et distantes de celle-ci d’une
longueur d;

iv) le lieu géométrique des points équidistants de deux droites
données qui se coupent est constitué des deux bissectrices des
angles formés par ces droites;

v) le lieu géométrique des points situés d’'un méme coté d'une
droite et d’oti I'on voit un segment donné AB de cette droite
sous un angle donné a est un arc de cercle terminé aux extré-
mités du segment. Le segment de cercle ainsi tracé est dit I’arc
capable de I’angle a sur AB.



2 Notation et classement des problémes
2.1 Notation

Nous utiliserons la notation suivante pour désigner les points et lignes
les plus importants d’un triangle:

A, B, C : sommets du triangle

a, b, ¢ : cotés du triangle opposés aux sommets indiqués par les
mémes lettres majuscules

a, f, v : angles (intérieurs) du triangle dont les sommets sont
A, B, C, respectivement

pieds : Ty, Ty, T,

Bissectrices _ ) centres des cercles exinscrits : I, Iy, I,

extérieures ~ | rayons des cercles exinscrits : rq, 7y, T
longueurs : t, (i.e., AT,), t; (i.e., BT}) et ¢, (i.e., CT.)
pieds : S5, Sy, S

Bissectrices _ ) centre du cercle inscrit : T

intérieures * | rayon du cercle inscrit : r
longueurs : 5, (ie., AS;), 53 (i.e., BS,) et s, (i.e., CS,)

pieds : H,, Hy, H,
Hauteurs : { orthocentre : H
longueurs : hy, hs, h. (i.e., AH,, BH,;, CH,.)

pieds : M,, M,, M,
Médianes : { centre de gravité : G
longueurs : m,, my, m, (i.e., AM,, BM,, CM,)

O et R : centre et rayon du cercle circonscrit, respectivement
p : demi-périmétre, i.e., 2p=a+b+c
S : aire, i.e., 25 = ah,

2.2 Critéres pour ordonner les problémes

Afin de générer tous les cas possibles et d’étre capables d’en repérer un
facilement, nous avons ordonné les probléemes proposés selon les éléments
connus du triangle. Nous avons choisi I'ordre suivant: angles, cotés, hau-
teurs, médianes, bissectrices intérieures, bissectrices extérieures, rayon du
cercle circonscrit, rayon du cercle inscrit et rayons des cercles exinscrits.
En plus, dans chaque groupe définissant un probléeme, nous suivons 1’ordre
alphabétique des sommets et commengons toujours par le sommet A pour
représenter un élément associé 4 un sommet. Ainsi, selon le premier critére,

T
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le probléme a, hy, R vient avant le probleme mg, 83, r; de plus, le probleme
7, hy, R ne répondant pas au second critére (y correspond au sommet C et
est donné avant 1’élément du sommet B et il n’y a pas d’élément associé au
sommet. A), nous résoudrons plutét le probléme équivalent a, by, R.

1l existe généralement plusieurs représentations possibles d’un méme
probléme et nous ne résolvons que celle définie par nos critéres de classe-
ment. Par exemple, a,f8,a; o,8,b; a,7,a; a,7,¢; B,7,b et B,7,c sont
équivalents et représentent tous un probleme défini par deux angles et un
¢oté opposé a un de ces deux angles. Selon nos critéres, nous retenons donc

a,f,a.

Suivant systématiquement ces critéres, nous avons généré 371 exercices
(un probléme combinatoire intéressant serait de calculer ce nombre sans les
énumérer). Nous commengons par a, 3, 7; suivent o, 8,000 8,650 0.5 a5 T
Te-

3 Maéthode de résolution des problémes de constructions
géométriques

Pour résoudre des problemes de constructions géométriques, on peut
utiliser la méthode suivante qui comprend quatre étapes:

i) Analyse: on suppose le probleme résolu et on dessine une
ébauche de la figure voulue. Une étude des propriétés de cette
figure, afin de retrouver les relations ou connexions simples
entre ses éléments—connus et inconnus—qui en permettront
la construction, est alors effectuée.

ii) Construction: on décrit les étapes de la construction propre-
ment dite.

iii) Démonstration: on doit démontrer que la figure obtenue
satisfait & toutes les conditions demandées.

iv) Discussion: on mentionne le nombre de solutions et on donne
les conditions que les données doivent satisfaire pour que le
probléme soit possible.

La construction dépend ordinairement de lieux géométriques qui en
déterminent les points clefs.

Exemple: construire un triangle rectangle si on connait le c6té BC = a et
I’hypoténuse AB = c.



Ebauche de la figure voulue et analyse:

Etude des propriétés:
a) en C, 'angle est droit;
b) CB = g;

c) le point A est sur la perpendiculaire élevée en C et a la dis-
tance ¢ du point B.

Construction:
a) construire I’angle droit de sommet C;
b) porter B sur un cété (droite r) de 1’angle (CB = a);

c) du point B, avec une ouverture de compas égale a ¢, tracer
un arc de cercle (¢) qui coupe le second coté de ’angle droit
(droite s). Le point de rencontre des deux lieux (¢ Ns) déter-
mine le sommet A;

d) joindre B 4 A.

B’ C % B
Démonstration:
v=90°; BC=a; AB=c¢; (par construction)
Discussion:
a) le triangle n’est possible que si ¢ > a;

b) le probleme posséde 0 ou 1 solution (noter que A ABC est égal
(congruent) au A AB’C et dans ce cas nous n’avons qu’une
seule solution).

T ————







CHAPITRE I

EXERCICES

L’énoncé de tous les exercices commence par: Construire . ..

Exercice
Exercice
Exercice
Exercice
Exercice
Exercice
Exercice
Exercice
Exercice
Exercice
Exercice
Exercice
Exercice
Exercice
Exercice
Exercice
Exercice

Exercice

1)
2) A
3)A
4)A
5) A
6) A
7) A
8) A
9) A
10) A
1)A
12) A
13) A
14) A
15) A
16) A
17) A
18) A

un triangle ABC dont on connait o, f et 7.
un triangle ABC dont on connait a, 2 et a.
un triangle ABC dont on connait &, et c.
un triangle ABC dont on connait o, # et h,.
un triangle ABC dont on connait o, et h..
un triangle ABC dont on connait «, f et m,.
un triangle ABC dont on connait o, 8 et m,.
un triangle ABC dont on connait o, f et s,.
un triangle ABC dont on connait a, 8 et s..
un triangle ABC dont on connait o, 8 et t,.
un triangle ABC dont on connait a, 8 et ..
un triangle ABC dont on connait o, et R.
un triangle ABC dont on connait a, 8 et r.
un triangle ABC dont on connait o, 8 et r,.
un triangle ABC dont on connait a,f et r,.
un triangle ABC dont on connait a,a et b.
un triangle ABC dont on connait o, b et c.

un triangle ABC dont on connait o,a et h,.
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Exercice
Exercice
Exercice
Exercice
Exercice
Exercice
Exercice
Exercice
Exercice
Exercice
Exercice
Exercice
Exercice
Exercice
Exercice
Exercice
Exercice
Exercice
Exercice
Exercice
Exercice
Exercice
Exercice
Exercice
Exercice
Exercice
Exercice
Exercice
Exercice

Exercice

19) A
20) A
21) A
22)

23) A
24) A
25) A
26) A
27) A
28) A
29)

30) A
31)

32)A
33) A
34)

35) A
36)

37)A
38)

39) A
40)A
41) A
42) A
43)A
44) A
45) A
46) A
47) A
48) A

un triangle ABC dont on connait a,a et hy.
un triangle ABC dont on connait a,b et hg.
un triangle ABC dont on connait a,b et hy.
un triangle ABC dont on connait a,b et h.
un triangle ABC dont on connait a,a et m,.
un triangle ABC dont on connait a,a et m;.
un triangle ABC dont on connait a,b et m,.
un triangle ABC dont on connait a,b et m;.
un triangle ABC dont on connait o, b et m..
un triangle ABC dont on connait a,a et s,.
un triangle ABC dont on connait «,a et sp.
un triangle ABC dont on connait a,b et 8,.
un triangle ABC dont on connait a,b et s3.
un triangle ABC dont on connait a,b et s..
un triangle ABC dont on connait o, a et {,.
un triangle ABC dont on connait a,a et t3.
un triangle ABC dont on connait a,b et 1,.
un triangle ABC dont on connait a,b et 1.
un triangle ABC dont on connait a,b et ..
un triangle ABC dont on connait o,a et R.
un triangle ABC dont on connait a, b et R.
un triangle ABC dont on connait o, a et r.
un triangle ABC dont on connait a,b et r.
un triangle ABC dont on connait a,a et r,.
un triangle ABC dont on connait a,a et ry.
un triangle ABC dont on connait o, b et r,.
un triangle ABC dont on connait a,b et ;.
un triangle ABC dont on connait a,b et r..
un triangle ABC dont on connait a, h,; et h;.

un triangle ABC dont on connait a, hy et h..



Exercice 49)A un triangle ABC dont on connait a, h, et m,.
Exercice 50)A un triangle ABC dont on connait a, h, et m;.
Exercice 51)A un triangle ABC dont on connait a, hy et m,.
Exercice 52) /A un triangle ABC dont on connait a, hy et m;.
Exercice 53)/A un triangle ABC dont on connait o, hy et m,.
Exercice 54)/A un triangle ABC dont on connait a, h, et 8,.
Exercice 55) un triangle ABC dont on connait o, h, et s;.
Exercice 56)A un triangle ABC dont on connait a, hy et s,.
Exercice 57)/A un triangle ABC dont on connait a, hy et s.
Exercice 58) un triangle ABC dont on connait a, h; et s..
Exercice 59)A un triangle ABC dont on connait a, b, et 1,.
Exercice 60) un triangle ABC dont on connait a, h, et ;.
Exercice 61)A un triangle ABC dont on connait a, h; et {,.
Exercice 62)A un triangle ABC dont on connait a, hy et t;.
Exercice 63) un triangle ABC dont on connait a, hy et i..
Exercice 64)A un triangle ABC dont on connait o, h, et R.
Exercice 65)A un triangle ABC dont on connait a, h; et R.
Exercice 66) /A un triangle ABC dont on connait a, h, et r.
Exercice 67)/A un triangle ABC dont on connait o, hy et r.
Exercice 68)A un triangle ABC dont on connait a, h, et r,.
Exercice 69)A un triangle ABC dont on connait o, h, et ry.
Exercice T70)A un triangle ABC dont on connait a, hy et r,.
Exercice 71)A un triangle ABC dont on connait «, hy et r3.
Exercice 72)A un triangle ABC dont on connait a, hy et r..
Exercice 73)A un triangle ABC dont on connait a, m, et m;.
Exercice 74)A un triangle ABC dont on connait o, m; et m..
Exercice 75)A un triangle ABC dont on connait a,m, et §,.
Exercice 76) un triangle ABC dont on connait o, m, et s3.
Exercice 77)  un triangle ABC dont on connait o, m; et s,.

Exercice 78) un triangle ABC dont on connait a,m; et s3.
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Exercice
Exercice
Exercice
Exercice
Exercice
Exercice
Exercice
Exercice
Exercice
Exercice
Exercice
Exercice
Exercice
Exercice
Exercice
Exercice
Exercice
Exercice
Exercice
Exercice
Exercice
Exercice
Exercice
Exercice
Exercice
Exercice
Exercice
Exercice
Exercice

Exercice

79)
80) A
81)
82)
83)
84)
85) A
86) A
87) A
88)
89) A
90)
91)
92)
93)
94)
95)
96) A
97)
98)
99) A
100)
101) A
102)
103) A
104) A
105) A
106) A
107)
108) A

un triangle ABC dont on connait a,m; et 5.
un triangle ABC dont on connait a,mg et i,.
un triangle ABC dont on connait a,m, et 1.
un triangle ABC dont on connait a,m; et {,.
un triangle ABC dont on connait a,m; et ;.
un triangle ABC dont on connait a,mp et L.
un triangle ABC dont on connait a,m, et R.
un triangle ABC dont on connait a,m; et R.
un triangle ABC dont on connait a,mg et r.
un triangle ABC dont on connait a,m; et r.
un triangle ABC dont on connait a,m, et T,.
un triangle ABC dont on connait a,m, et ;.
un triangle ABC dont on connait a,m; et 7.
un triangle ABC dont on connait o, mp et ry.
un triangle ABC dont on connait a,m; et re.
un triangle ABC dont on connait a, 84 et 8.
un triangle ABC dont on connait a, s} et sc.
un triangle ABC dont on connait a, 5, et 15.
un triangle ABC dont on connait a, 8, €t 3.
un triangle ABC dont on connait a, 5 et {,.
un triangle ABC dont on connait a, 8 et ;.
un triangle ABC dont on connait o, s; et L.
un triangle ABC dont on connait a,s, et R.
un triangle ABC dont on connait a, s et R.
un triangle ABC dont on connait a, s, et r.
un triangle ABC dont on connait a, 53 et r.
un triangle ABC dont on connait a, s, et r,.
un triangle ABC dont on connait a, 84 et }.
un triangle ABC dont on connait a, 8 et rg.

un triangle ABC dont on connait a,s; et ).



Exercice
Exercice
Exercice
Exercice
Exercice
Exercice
. Exercice
Exercice
Exercice
Exercice
Exercice
Exercice
Exercice
Exercice
Exercice
Exercice
Exercice
Exercice
Exercice
Exercice
Exercice
Exercice
Exercice
Exercice
Exercice
Exercice
Exercice
Exercice
Exercice

Exercice

109)

110)

111)

112) A
113)

114) A
115)

116) A
117) A
118) A
119)

120) A
121) A
122) A
123) A
124) A
125) A
126) A
127) A
128) A
129) A
130) A
131) A
132) A
133)

134) A
135)

136) A
137) A
138)

un triangle ABC dont on connait a, 53 et r..
un triangle ABC dont on connait a,t, et t;.
un triangle ABC dont on connait a,t; et 1.
un triangle ABC dont on connait a,t, et R.

un triangle ABC dont on connait a,t; et R.

un triangle ABC dont on connait a,t, et r.

un triangle ABC dont on connait a,t; et r.

un triangle ABC dont on connait a,t, et r,.
un triangle ABC dont on connait a,, et ry.
un triangle ABC dont on connait a,t; et r,.
un triangle ABC dont on connait a,t; et r;.

un triangle ABC dont on connait a,t; et r..

un triangle ABC dont on connait o, Ret r.

un triangle ABC dont on connait o, R et r,.

un triangle ABC dont on connait a, R et r}.

un triangle ABC dont on connait a,r et r,.

un triangle ABC dont on connait a,r et r;.

un triangle ABC dont on connait a,r, et ry.

un triangle ABC dont on connait a,r; et r..

un triangle ABC dont on connait a, b et ¢.
un triangle ABC dont on connait a, b et h,.

un triangle ABC dont on connait a, b et A..

un triangle ABC dont on connait a,b et m,.

un triangle ABC dont on connait a, b et m..

un triangle ABC dont on connait a,b et s,.
un triangle ABC dont on connait a, b et s,.
un triangle ABC dont on connait a, b et £,.
un triangle ABC dont on connait a, b et ¢..
un triangle ABC dont on connait a,b et R.

un triangle ABC dont on connait a,b et r.
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Exercice
Exercice
Exercice
Exercice
Exercice
Exercice
Exercice
Exercice
Exercice
Exercice
Exercice
Exercice
Exercice
Exercice
Exercice
Exercice
Exercice
Exercice
Exercice
Exercice
Exercice
Exercice
Exercice
Exercice
Exercice
Exercice
Exercice
Exercice
Exercice

Exercice

139)

140)

141) A
142) A
143) A
144) A
145) A
146) A
147) A
148) A
149)

150)

151) A
152) A
153) A
154)

155)

156) A
157) A
158) A
159) A
160) A
161) A
162) A
163) A
164) A
165) A
166) A
167) A
168) A

un triangle ABC dont on connait a,b et r,.
un triangle ABC dont on connait a,betr.
un triangle ABC dont on connait a,h, et h;.
un triangle ABC dont on connait a, b et h..
un triangle ABC dont on connait a, h, et m,.
un triangle ABC dont on connait a, h, et mp.
un triangle ABC dont on connait a, hy et m,.
un triangle ABC dont on connait a, hy et my.
un triangle ABC dont on connait a, hy et m..
un triangle ABC dont on connait a, ks et 8q.
un triangle ABC dont on connait a, h, et s3.
un triangle ABC dont on connait a, by et s,.
un triangle ABC dont on connait a, h; et 5.
un triangle ABC dont on connait a, hy et s..
un triangle ABC dont on connait a, hg et 1.
un triangle ABC dont on connait a, b et 3.
un triangle ABC dont on connait a, hy et t,.
un triangle ABC dont on connait a, h et ¢,.
un triangle ABC dont on connait a, hy et Z..
un triangle ABC dont on connait a, h, et R.
un triangle ABC dont on connait a, by et R.
un triangle ABC dont on connait a, hg et r.
un triangle ABC dont on connait a, hy et r.
un triangle ABC dont on connait a, h, et 7.
un triangle ABC dont on connait a, hg et 3.
un triangle ABC dont on connait a, hy et ra.
un triangle ABC dont on connait a, hy et ry.
un triangle ABC dont on connait a, hy et rc.
un triangle ABC dont on connait @, m, et m;.

un triangle ABC dont on connait a, m; et m,.



Exercice
Exercice
Exercice
Exercice
Exercice
Exercice
Exercice
Exercice
Exercice
Exercice
Exercice
Exercice
Exercice
Exercice
Exercice
Exercice
Exercice
Exercice
Exercice
Exercice
Exercice
Exercice
Exercice
Exercice
Exercice
Exercice
Exercice
Exercice
Exercice

Exercice

169) A
170)
171)
172)
173)
174) A
175)
176)
177)
178)
179) A
180) A
181)
182)
183)
184)
185)
186)
187)
188)
189)
190) A
191)
192)
193) A
194)
195) A
196)
197)
198)

un triangle ABC dont on connait a, m, et s,.

un triangle ABC dont on connait a, m, et s;.
un triangle ABC dont on connait a, m; et s,.

un triangle ABC dont on connait a, m; et s.

un triangle ABC dont on connait a, m, et s..
un triangle ABC dont on connait a, m, et {,.
un triangle ABC dont on connait a, m, et t;.
un triangle ABC dont on connait a, m; et t,.
un triangle ABC dont on connait a, m; et i;.
un triangle ABC dont on connait a, m; et ..
un triangle ABC dont on connait a, m, et R.

un triangle ABC dont on connail a, m; et R.

un triangle ABC dont on connait a,m, et r.

un triangle ABC dont on connait a, m; et r.

un triangle ABC dont on connait a, m, et r,.
un triangle ABC dont on connait a, m, et ry.
un triangle ABC dont on connait a, m; et r,.
un triangle ABC dontl on connait a, m; et rp.

un triangle ABC dont on connait a, m; et r..

un triangle ABC dont on connait a, 5, et s;.
un triangle ABC dont on connail a, 5, et s,.
un triangle ABC dont on connait a, 5, et 1,.
un triangle ABC dont on connait a, s, et t;.
un triangle ABC dont on connait a, s et {,.
un triangle ABC dont on connait a, s et t;.
un triangle ABC dont on connait a, 5 et ..
un triangle ABC dont on connait a, 5, et R.
un triangle ABC dont on connait a, s; et R.
un triangle ABC dont on connait a, 5, et r.

un triangle ABC dont on connait a, 5, et r.

13
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Exercice 199)  un triangle ABC dont on connait a, 5, et r,.
Exercice 200) un triangle ABC dont on connait a, 5, et 1.
Exercice 201)  un triangle ABC dont on connait a, s; et ra.
Exercice 202) un triangle ABC dont on connait a, 5 et 7.
Exercice 203) un triangle ABC dont on connait a, 5 et re.
Exercice 204) un triangle ABC dont on connait a,, et t.
Exercice 205) un triangle ABC dont on connait a,; et f.
Exercice 206) A un triangle ABC dont on connait a,1, et R.
Exercice 207) un triangle ABC dont on connait a,1; et R.
Exercice 208) un triangle ABC dont on connait a,1, et .
Exercice 209) un triangle ABC dont on connait a,1; et r.
Exercice 210) un triangle ABC dont on connait a,, et r,.
Exercice 211) un triangle ABC dont on connait a,; et ry.
Exercice 212)  un triangle ABC dont on connait a,{; et ra.
Exercice 213)  un triangle ABC dont on connait a,; et ry.
Exercice 214)  un triangle ABC dont on connait a, i et r..
Exercice 215)A un triangle ABC dont on connait a, Ret r.
Exercice 216)/A un triangle ABC dont on connait @, R et ra.
Exercice 217)A un triangle ABC dont on connait a, R et r.
Exercice 218) A un triangle ABC dont on connait a, r et r,.
Exercice 219) A un triangle ABC dont on connait a, r et r;.
Exercice 220) A un triangle ABC dont on connait a, 7 et .
Exercice 221) A un triangle ABC dont on connait a,r; et re.
Exercice 222) A un triangle ABC dont on connait ha,hy et k..
Exercice 223) A un triangle ABC dont on connait hg, hy et m,.
Exercice 224) A un triangle ABC dont on connait hga, by et m..
Exercice 225)  un triangle ABC dont on connait hq, hs et 5.
Exercice 226) A un triangle ABC dont on connait ha, hs et se.
Exercice 227) un triangle ABC dont on connait hg, by et t,.
Exercice 228) A un triangle ABC dont on connait h,, hy et t..




Exercice
Exercice
Exercice
Exercice
Exercice
Exercice
- Exercice
Exercice
Exercice
Exercice
Exercice
Exercice
Exercice
Exercice
Exercice
Exercice
Exercice
Exercice
Exercice
Exercice
Exercice
Exercice
Exercice
Exercice
Exercice
Exercice
Exercice
Exercice
Exercice

Exercice

229)
230) A
231) A
232) A
233) A
234) A
235) A
236)
237)
238)
239)
240) A
241)
242)
243)
244)
245) A
246)
247) A
248)
249) A
250) A
251)
252)
253)
254)
255)
256)
257)
258)

un triangle ABC dont on connait h,, hy et R.
un triangle ABC dont on connait hg, hy et r.
un triangle ABC dont on connait hg, h et r,.
un triangle ABC dont on connait hg, h; et r..
un triangle ABC dont on connait h,, m, et m;.
un triangle ABC dont on connait h,, my et m,.
un triangle ABC dont on connait h,, m, et s,.
un triangle ABC dont on connait h,, m, et s3.
un triangle ABC dont on connait h,, m; et s,.
un triangle ABC dont on connait h,, my et s;.
un triangle ABC dont on connait h,, m; et s,.
un triangle ABC dont on connait h;, m, et {,.
un triangle ABC dont on connait h,, m, et f;.
un triangle ABC dont on connait h,, m; et t,.
un triangle ABC donl on connait h,, my et 1,.
un triangle ABC dont on connait h,, m; et t..
un triangle ABC dont on connait h,, m, et R.
un triangle ABC dont on connait h,, mp et R.
un triangle ABC dont on connait h,, m, et r.
un triangle ABC dont on connait h,, my et r.
un triangle ABC dont on connait h,, m, et r,.
un triangle ABC dont on connait h,, m, et 3.
un triangle ABC dont on connait h,, m; et r,.
un triangle ABC dont on connait h,, m; et rp.
un triangle ABC dont on connait h,, m; et r,.
un triangle ABC dont on connait h,, 8, et s;.
un triangle ABC dont on connait h,, s; et s..
un triangle ABC dont on connait h,, s, et t,.
un triangle ABC dont on connait h,, s, et t;.

un triangle ABC dont on connait h,, s, et {,.
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Exercice 259) un triangle ABC dont on connait h,, 53 et 2;.
Exercice 260) un triangle ABC dont on connait hg, 83 et ..
Exercice 261) A un triangle ABC dont on connait hs, 5, et R.
Exercice 262) un triangle ABC dont on connait h,, s et R.
Exercice 263) A un triangle ABC dont on connait h,, 5, et 7.
Exercice 264) un triangle ABC dont on connait hg, 5 et r.
Exercice 265) A un triangle ABC dont on connait h,, 54 €t 7a.
Exercice 266) A un triangle ABC dont on connait hq, 84 €t rp.
Exercice 267) un triangle ABC dont on connait ha, 8y et r,.
Exercice 268) un triangle ABC dont on connait hg, s et .
Exercice 269) un triangle ABC dont on connait hg, 53 et r..
Exercice 270) un triangle ABC dont on connait hg, 1, et t3.
Exercice 271) un triangle ABC dont on connait h,,1; et i..
Exercice 272) A un triangle ABC dont on connait hg,ta et R.
Exercice 273) un triangle ABC dont on connait hg,1 et R.
Exercice 274) A un triangle ABC dont on connait h,,t, €t 7.
Exercice 275) un triangle ABC dont on connait hg, 13 et r.
Exercice 276) A un triangle ABC dont on connait ha,ta et ra.
Exercice 277) A un triangle ABC dont on connait hg,ta et r3.
Exercice 278) un triangle ABC dont on connait h,,t et r,.
Exercice 279) un triangle ABC dont on connait h,,1; et ry.
Exercice 280) un triangle ABC dont on connait h,, 1 et r..
Exercice 281) A un triangle ABC dont on connait ks, Ret r.
Exercice 282) A un triangle ABC dont on connait hs, R et rq.
Exercice 283) A un triangle ABC dont on connait hq, R et 7.
Exercice 284) un triangle ABC dont on connait hg,r et rg.
Exercice 285) A un triangle ABC dont on connait ha,r et ry. "
Exercice 286) A un triangle ABC dont on connait hg,rq et ry.
Exercice 287)  un triangle ABC dont on connait h,, 1y et re.

Exercice 288) A un triangle ABC dont on connait m,, m; et m..



Exercice
Exercice
Exercice
Exercice
Exercice
Exercice
- Exercice
Exercice
Exercice
Exercice
Exercice
Exercice
Exercice
Exercice
Exercice
Exercice
Exercice
Exercice
Exercice
Exercice
Exercice
Exercice
Exercice
Exercice
Exercice
Exercice
Exercice
Exercice
Exercice

Exercice

289)
290)
291)
292)
293)
294)
295)
296)
297)
298)
299) A
300)
301)
302)
303)
304)
305)
306)
307)
308)
309)
310)
311)
312)
313)
314)
315)
316)
317)
318)

un triangle ABC dont on connait m,,my et s,.
un triangle ABC dont on connait m,, m et s..
un triangle ABC dont on connait m,, m et £,.
un triangle ABC dont on connait m,, m; et i..

un triangle ABC dont on connait m,,m; et R.

un triangle ABC dont on connait m,,m; et r.

un triangle ABC dont on connait mg,m; et r,.

un triangle ABC dont on connait m,, my et r..

un triangle ABC dont on connait m,, s, et s;.
un triangle ABC dont on connait m,, s et s..
un triangle ABC dont on connait m,,s, et t,.
un triangle ABC dont on connait m,, s, et t;.
un triangle ABC dont on connait m,,s; et t,.
un triangle ABC dont on connait m,, s et ;.
un triangle ABC dont on connait m,, 5 et ..
un triangle ABC dont on connait m,, s, et R.
un triangle ABC dont on connait mg,, s et R.
un triangle ABC dont on connait m,,s, et r.

un triangle ABC dont on connait m,, s; et r.

un triangle ABC dont on connait m,,s, et r,.

un triangle ABC dont on connait m,, s, et ry.
un triangle ABC dont on connait m,, s et r,.
un triangle ABC dont on connait mg, s, et r3.
un triangle ABC dont on connait mg, s et r..
un triangle ABC dont on connait m,,t, et {;.
un triangle ABC dc-mt on connait m,, 1t et i..
un triangle ABC dont on connait m,,%, et R.
un triangle ABC dont on connait m,,1; et R.
un triangle ABC dont on connait m,,1, et r.

un triangle ABC dont on connait m,,%; et r.
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Exercice
Exercice
Exercice
Exercice
Exercice
Exercice
Exercice
Exercice
Exercice
Exercice
Exercice
Exercice
Exercice
Exercice
Exercice
Exercice
Exercice
Exercice
Exercice
Exercice
Exercice
Exercice
Exercice
Exercice
Exercice
Exercice
Exercice
Exercice
Exercice

Exercice

319)
320)
321)
322)
323)
324)
325)
326)
327) A
328)
329)
330) A
331)
332)
333)
334)
335)
336)
337)
338)
339)
340) A
341)
342) A
343)
344) A
345) A
346)
347)
348)

un triangle ABC dont on connait mg,{s et ra.
un triangle ABC dont on connait mg,t, et 7.
un triangle ABC dont on connait mg,t et ra.
un triangle ABC dont on connait m,,1; et 3.
un triangle ABC dont on connait m,, 1 et r..
un triangle ABC dont on connait m,, R et r.
un triangle ABC dont on connait m,, R et r,.
un triangle ABC dont on connait mg, R et 7.
un triangle ABC dont on connait mg,r et r,.
un triangle ABC dont on connait mg,r et rj.
un triangle ABC dont on connait mg, T, et 3.
un triangle ABC dont on connait m,,r €t rc.
un triangle ABC dont on connait 84,5} et s..
un triangle ABC dont on connait 84, 5p et fa.
un triangle ABC dont on connait 84,5 €t {.
un triangle ABC dont on connait s,,5 et R.
un triangle ABC dont on connait 5,,5; et r.
un triangle ABC dont on connait 85,85 €t ra.
un triangle ABC dont on connait 84,5 et 7.
un triangle ABC dont on connait 8,,%, et t;.
un triangle ABC dont on connait 84,8 et ..
un triangle ABC dont on connait 54,5 et R.
un triangle ABC dont on connait 5,4, et R.
un triangle ABC dont on connait 84,1, €t r.
un triangle ABC dont on connait 84,1 et r.
un triangle ABC dont on connait 84,14 €t 7.
un triangle ABC dont on connait 54,1, €t .
un triangle ABC dont on connait 84,1 €t rq.
un triangle ABC dont on connait 54,13 et 7.

un triangle ABC dont on connait &,,1; et re.



Exercice
Exercice
Exercice
Exercice
Exercice
Exercice
. Exercice
Exercice
Exercice
Exercice
Exercice
Exercice
Exercice
Exercice
Exercice
Exercice
Exercice
Exercice
Exercice
Exercice
Exercice
Exercice

Exercice

349)
350)
351)
352) A
353)
354)
355) A
356)
357)
358)
359)
360)
361)
362)
363)
364) A
365)
366)
367) A
368) A
369) A
370) A
371)A

un triangle ABC dont on connait s4, R et r.

un triangle ABC dont on connait 84, R et r,.

un triangle ABC dont on connait 8., R et ry.

un triangle ABC dont on connait 8,,r et rq.

un triangle ABC dont on connait 84,7 et ry.

un triangle ABC dont on connait s,,7, et r}.

un triangle ABC dont on connait s,,7} et r..

un triangle ABC dont on connait t,,{; et t..
un triangle ABC dont on connait £,,{; et R.

un triangle ABC dont on connait {,,{; et 7.

un triangle ABC dont on connait {,,1; et r,.

un triangle ABC dont on connait i,, {3 et r..

un triangle ABC dont on connait £,, R et r.

un triangle ABC dont on connait ¢,, R et r,.

un triangle ABC dont on connait ¢,, R et ry.
un triangle ABC dont on connait {,,r et r,.

un triangle ABC dont on connait {,,r et r;.

un triangle ABC dont on connait t,,r, et ry.

un triangle ABC dont on connait {,, r} et re.

un triangle ABC dont on connait R, r et r,.

un triangle ABC dont on connait R, r, et ry.

un triangle ABC dont on connait r,r, et ry.

un triangle ABC dont on connait r,, 1y et r..

19
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CHAPITRE 1lI

SOLUTIONS

Exercice 1)

Définition: trois éléments d’un iriangle forment un datum si, étant donné
deuz de ces éléments, le iroisiéme est délerminé.

Nous savons que o + f + v = 180°. Alors, si nous connaissons deux
angles, le troisiéme (i.e., sa valeur) est déterminé. Donc nous pouvons dire
que o, B et v forment un datum.

Les problémes dont les éléments forment un datum seront impossibles
(i.e., aucune solution) ou indéterminés (i.e., un nombre illimité de solu-
tions). Si a+ f+ 7 # 180°, le probléeme est impossible; si a+ f+ 7 = 180°,
nous pouvons construire un nombre illimité de triangles et le probléme est
indéterminé.

Nous aurons I’occasion de voir d’autres problémes ol les éléments for-
ment un datum.

Exercice 2)

Premier procédé

Comme o + B + v = 180°, nous connaissons a, f et 7. Donc nous
pouvons dessiner la forme (A A’BC’) du triangle cherché (voir figure 1).

Maintenant nous voulons que BC = a. Sur la droite r nous marquons
le point C tel que BC = a et a partir du point C nous obtenons facilement
le point A (A €tns).



Figure 1

Comme A A’‘BC’ ~ A ABC, nous dirons que cette fagon de procéder
fait appel a la méthode des figures semblables. Tous les problemes de cons-
truction de triangle ot deux angles sont connus peuvent étre résolus avec
cette méthode.

Deuxiéme procédé

La figure 1 nous montre que le point A posséde deux propriétés:
i) il appartient & la droite s;

i1) un observateur placé en A voit le segment BC selon un angle o

(A appartient & I’arc capable—¢—de ’angle o sur le segment
BC).

D’oti la construction qui suit (voir figure 2):
i) sur une droite r quelconque placer les points B et C tels que
BC = g;
ii) construire ¢;
iii) construire set A € sN¢.

Avec ce procédé nous avons pu déterminer un point—le point A—aqui
satisfait & deux conditions bien précises, ie. A€set AEdou AEsNG.
Cette facon de procéder fait appel & la méthode de la détermination d’un
point @ partir de Dintersection de deuz de ses lieuz géomélriques. Nous
verrons que plusieurs problemes de construction de triangle auront leur
solution basée sur cette méthode.
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Figure 2

Discussion: le probléme est toujours pr.maeii‘ble§ et posséde une solution
seulement.

Exercice 3)
Méthode des figures semblables

Comme a + 8 + v = 180°, nous connaissons a, 8 et 4. Donc nous
pouvons construire A A'BC’ (voir figure 1). Sur la droite s nous marquons
le point A tel que BA = cet i partir du point A nous obtenons facilement
le point C (C €tnr).

Discussion: le probléme est toujours possible et posséde une solution
seulement,.

§ Nous supposerons toujours que a + 8 < 180°.
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Exercice 4)
Méthode des figures semblables

Comme a+ f + v = 180°, nous connaissons a, f et 9. Donc nous
pouvons dessiner la forme (A AB’C’) du triangle cherché.

A
B’ C’
H s
B Gl c °®
r
Figure 3

Nous construisons A AB'C’ et obtenons la droite &', la droite r (A € r
et r L s") et le point H. Sur la droite r nous marquons le point H, tel
que AH,=h, et a partir du point H, nous tragons la droite s (5] &) et
obtenons facilement les points B et C.

Discussion: le probléme est toujours possible et posséde une solution
seulement.

Exercice 5)

Comme a + 8 + 7 = 180°, nous obtenons I’angle 7 et le probléme est
équivalent & I’exercice antérieur que nous savons déja comment résoudre.
Cette facon de procéder (transformer le probléme original pour le mettre
sous la forme d’un probléme que nous savons résoudre) fait appel a la
méthode de transformation du probléme pour le mettre sous la forme d’un
probléme déja résolu. Nous verrons que plusieurs problémes de construction
de triangle auront leur solution basée sur cette méthode.

Discussion: le probléme est toujours possible et posséde une solution
seulement.
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Exercice 6)
Méthode des figures semblables

Comme a + # + ¥ = 180°, nous connaissons a, S et y. Donc nous
pouvons dessiner la forme (A AB’C’) du triangle cherché.

A

Figure 4

Nous construisons A AB'C’ et obtenons la droite s’ et le point M/. Sur
la droite r (déﬁnie par les deux points A et M) nous marquons le point

M, tel que AM, = m, et & partir du point M, nous tragons la droite s
(s || 8") et obtenons facilement les points B et C.

Discussion: le probléme est toujours possible et posséde une solution
seulement.

Exercice 7)
Méthode du probléme déja résolu

Comme a + 4 v = 180°, nous obtenons l'angle ¥ et le probléme est
équivalent a l'exercice antérieur.

Discussion: le probléme est toujours possible et posséde une solution
seulement.
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Exercice 8)
Méthode des figures semblables

Comme a + f+ 7 = 180°, nous connaissons a, f et 7. Donc nous
pouvons dessiner la forme (A AB'C’) du triangle cherché.

A

Figure 5

Nous construisons A AB'C’ et obtenons la droite s’ et la bissectrice
intérieure de I'angle a (droite r). Sur la droite r nous marquons le point S,

tel que AS, = 8, et & partir du point S, nous tragons la droite s (s || 5')
et obtenons facilement les points B et C.

Discussion: le probléeme est toujours possible et posséde une solution
seulement.

Exercice 9)
Méthode du probléeme déja résolu

Comme a + 8+ 7 = 180°, nous obtenons 'angle v et le probléme est
équivalent & l'exercice antérieur.

Discussion: le probléme est toujours possible et posséde une solution
seulement.



27

Exercice 10)

Méthode des figures semblables

Comme a + # + v = 180°, nous connaissons a, B et ¥. Donc nous
pouvons dessiner la forme (A AB’C’) du triangle cherché.

A

/ s B’ \ G \
B C
Figure 6

Nous construisons A AB’C’ et obtenons la droite s’ et la bissectrice
extérieure de 'angle a (droite r). Sur la droite r nous marquons le point
T, tel que AT, = 1, et & partir du point T, nous tragons la droite s (s || )
et obtenons facilement les points B et C.

Discussion: le probléme est toujours possible et posséde une solution
seulement.

Exercice 11)
Méthode du probléme déja résolu

Comme o + f + v = 180°, nous obtenons I’angle v et le probleme est
équivalent & ’exercice antérieur.

Discussion: le probléme est toujours possible et posséde une solution
seulement.
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Exercice 12)

Premier procédé - Méthode des figures semblables

Comme a + f + 7 = 180°, nous connaissons a, § et 7. Donc nous
pouvons dessiner la forme (A A’B’C’) du triangle cherché.

Figure 7

Nous construisons A A’'B'C’ et le centre O du cercle circonscrit (le
centre O se trouve a D'intersection de deux médiatrices quelconques des
segments A’B’, A'C’ et B'C’). Sur la droite définie par les points O et A’
nous marquons le point A tel que OA = R et dessinons le cercle circonscrit
¢ avec centre O et rayon R. A partir du point A, nous tragons deux droites
paralléles aux droites définies par les points A’ et B’ et par les points A’ et
C’ et déterminons les points B et C sur le cercle ¢. Ce faisant, nous avons
effectué une opération appelée transformation homothétique du A A'B'C’
avec centre O et rapport k = R/OA.
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Deuxiéme procédé - Méthode du probléeme déja résolu
Avec l'aide de la figure 2, nous constatons que § = Rsina ou a =
2Rsin @. Donc nous connaissons a, 8 et a et nous savons déja comment
résoudre ce probléme (voir exercice 2).

Observation: pour obtenir a, nous devons résoudre un probléme du type
de l'exercice 2. La figure 8 montre les étapes & suivre.

Y
X i) Z
Figure 8
{=XZsina= Rsina=YZ
a=2=2YZ

Remarquer que ZXYZ = 90° et que I’arc capable de 90° sur un segment
est la circonférence du cercle dont le diamétre est le segment.

Discussion: le probléme est toujours possible et posséde une solution
seulement.

Exercice 13)
Méthode des figures semblables

Comme a + B + v = 180°, nous connaissons a, ( et 4. Donc nous
pouvons dessiner la forme (A A’B’C’) du triangle cherché.

Nous construisons A A’B'C’ et le centre I du cercle inscrit ¢’ (le centre
I se trouve & l'intersection de deux bissectrices quelconques des angles a,
B et 7). Ensuite nous déterminons les points de contact (de tangence) 77,
T3 et Ty et dessinons le cercle inscrit ¢’ avec rayon r'.

Sur les droites définies par les points (1,T7), (I,T3) et (I,T3), nous mar-
quons [Ty =TT =TT =ret, & partir de T}, T3 et T3, nous obtenons A,
B et C (voir figure 9). A A’B'C’ génére A ABC i partir d’une homothétie
de centre I et rapport k = r/:’-T_'{ =nr

L e e e R R e e
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Figure 9

Discussion: le probléme est toujours possible et posséde une solution
seulement.

Exercice 14)
Méthode des figures semblables

Comme o + 8 + ¥ = 180°, nous connaissons «, f et v. Donc nous
pouvons dessiner la forme (A A’B'C’) du triangle cherché.

Nous construisons A A’B'C’ et le centre I; du cercle exinscrit ¢, (le
centre I, se trouve & l'intersection de deux bissectrices quelconques des
angles a, 180° — 8 et 180° — 7). Ensuite nous déterminons les points de
contact (de tangence) T}, T3 et T3 et dessinons le cercle exinscrit ¢;; avec
rayon r.

Sur les droites définies par les points (s, T}), (1a,T3) et (14, T3), nous
marquons 1,17 = 1,13 = Io13 = r4 et, a partir de T}, T; et T3, nous
obtenons A, B et C (voir figure 10). A A’B'C’' génére A ABC a partir
d’une homothétie de centre I, et rapport k = r, /ﬁ‘{- = A
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Figure 10

Discussion: le probléme est toujours possible et posséde une solution
seulement,

Exercice 15)
Méthode du probléme déja résolu

Comme a + f + v = 180°, nous obtenons I’angle 7 et le probléme est
équivalent a l’exercice antérieur.

Discussion: le probléme est toujours possible et posséde une solution
seulement.

a
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Maintenant, nous déduisons quelques formules qui nous seront utiles
plus tard et qui, généralement, ne sont pas présentées dans les ouvrages
didactiques. Nous commengons avec le théoréme de Stewart.

Théoréme 1: (Théoréme de Stewart) Soient un iriangle ABC et un
point D appartenant au célé a (voir figure 11). Alors

mb? + nc?® — ad® = mna. (1)
Démonstration:
A
c d
b
z
B H, D C
zr ———
+- m n —s
- a —
Figure 11
AABD = * = m? + d® ¥ 2mz (%)
AACD =¥ =n?4+d*+2nz (»+)

Nous multiplions les deux membres de I’équation (+) par n et ceux de
I’équation (+) par m, obtenant équations (#%%) et (xx+%).

ne? = nm? 4 nd” F 2mnz (#4%) y
mb? = mn? + md? + 2mnz (4xx)
Additionnant (#+#) et (++##) et notant que m + n = @, nous avons:
mb? +nc?—ad’=mna. W

Théortme 2: (Théoréme des bissectrices) Dans foul triangle (voir
figure 12), les bissecirices intérieure el exiérieure, issues d’'un méme som-
met, divisent harmoniquement le cété opposé dans le rapport des cétés ad-
jacents, s.e.,

S.B _T.B
o oA

()

ol ™
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A
Tﬂ B Sa C
Figure 12
Démonstration:
Nous commengons en montrant que Fal s
S.€
D
A
B Sa C
— m n
Figure 13

A partir de B, nous tragons une droite paralléle a la bissectrice AS,, ob-
tenant le point D sur la droite définie par les points A et C. Puisque
A ABD est isoctle (LABD = LADB parce que LZABD = /BAS, (comme
angles alternes-internes), ZADB = LCAS, (comme angles correspon-
dants) et ZBAS, = LCAS, (puisque le segment A S, est une bissectrice)),

AD = c. Donc, d’apres le théoreme de Thales$ (en tenant compte im-
plicitement de la droite paralléle a la bissectrice a partir de C), nous avons:

A
w

ol n

a
2l
]

§ Des droites paralltles découpent deux sécantes quelconques en segments pro-
portionnels.
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Maintenant nous montrons que a8 =<
T.C b
F
A
E
Ta B C
q . a
Figure 14

A partir de B, nous tragons une droite paralléle & la bissectrice AT, ob-
tenant le point E sur la droite définie par les points A et C. Puisque A ABE
est isocéle (LABE = LAEB parce que ZABE = {/BAT, (comme angles
alternes-internes), ZAEB = (FAT, (comme angles correspondants) et
LBAT, = LFAT, (puisque le segment AT, est une bissectrice)), AE = c.
Donc, d’aprés le théoreme de Thales (en tenant compte impliciternent de
la droite paralléle & la bissectrice & partir de C), nous avons:

=
=]
1%

T.C AC

o=

On dit que les points S, et T, sont conjugués harmoniques par rapport
aux points B et C. De méme, on peut dire que les points B et C sont
conjugués harmoniques par rapport aux points S, et T, (on peut écrire

. BS, '(':_5':)

aussl

BT, CT.

Donc, si nous connaissons la position de trois points parmi les points
Ts, B, Sa et C, la position du quatriéme peut étre déterminée. Nous
verrons que plusieurs problemes de construction de triangle seront résolus en
utilisant le fait qu’un point forme avec trois autres une division harmonique.

Théoréme 3: Le produit de deuz cétés d’un triangle (voir figure 13) est
égal au produit des segments que la bissectrice intérieure de l’angle formé
par ces cités détermine sur le troisiéme cété plus le carré de cetle bissec-
trice, i.e.,

be = mn + &2 (3)
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Démonstration:

Dans la figure 11, 81 nous posons D = S, (i.e., d = s,), I’équation (1)
devient

mb? + ne? — as? = mna.

Ou, en divisant par a

a: (4)

m_n_m+n_ a
e b d4e Db+e
_ ac
m-b+c
= ab
n-b+c'

Avec ces valeurs pour m et n, nous pouvons écrire I’équation (4) comme

i_‘,i—mn +32
b+c b+c a
be(b + ¢) 9
W’—ﬂ‘lﬂ{*&’a
be=mn+s2. W

Théoréme 4: La longueur de la bissectrice intérieure qui part du sommet
A du A ABC est donnée par

2bccosaf2
= ks )
tai= E bep(p — a) (6
oil p est le demi-périmétre du triangle, ie., p= F—-i:%-.
Démonstration:
Nous savons, d’aprés le théoréeme 2, que n = % Si nous remplagons

cette valeur de n dans I’équation (3), nous obtenons

be? = bm? + cs2. (7)
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Mais m? = c? + 52 — 2cs, cosa /2, d’aprés le théoréme des cosinus. Avec

cette valeur pour m?, nous pouvons écrire ’équation (7) comme

(5 + c)sa = 2bccosa /2
_ 2bccosa/2
T b+c

Pour prouver I’équation (6), nous écrivons I’équation (3) comme

2 _
85 = be — mn.

Comme m = 3% et n = P, mn = ::Z‘ . L’équation (8) devient
2
T
a=be- oy
2 _ be[(b+ ¢)? —a?]
fa= T b+ 0
o bel(btc+a)b+e—a)
. ®+ o)
o be[2p(a + b + ¢ — 2a)]
> (b+c)?
8= 4bep(p — a)
s
2
8 = mv‘bcp(!’—“)- -

Théoréme 5: La longueur de la bissectrice eziérieure qui part du sommet

A du A ABC est donnée par

. _ 2bcsina/2
=P

= lb—f—cl\/bc(p— b)(p — ¢).

Démonstration:

En prenant A ACT, (voir figure 14), le théoréme de Stewart nous dit

que:

at? + gb? — (a + g)c* = ag(a +q).

(8)

(©))

(10)

(11)
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D’aprés le théoréme des bissectrices, nous avons:

g_a+gq_a

€ B B¢

o 8

q_b—c

_ ab
a+c_b-c

Si nous remplagons ces valeurs de g et a + ¢ dans ’équation (11), nous
obtenons:

ab’c  abe? a%c ab

B —_ —
at"+b—c b—c b—cb-c¢
2
tﬁ:ﬁ-)—;—bc (ou bc = (a+q)g—1t2)
be
2 = W[& —(b-¢)3. (12)

Puisque a? = b% 4 ¢? — 2bccosa = (b — ¢)? + 2be(1 — cosa), nous pouvons
écrire I'équation (12) comme
2b%c?

13 = W(] "'C(BQ’).
7 O

2 _sin® = = | — 2sin? %. Alors,

2 2
2 = 4b%c? sin? a /2
W (T
= 2be sin o /2
=g

Mais cos a = cos

Pour prouver I’équation (10), nous écrivons I’équation (12) comme

be

13 = W[(ﬂ-{-b—c)(ﬂ—b-{-ﬂ)]
5 _ tbe(p—Bp—)
C (B-0)?

e iaf—cl\/bc(p-b)(p- ). =

Observation: si b = ¢, la bissectrice extérieure qui part du sommet A du
A ABC et la droite qui contient les points B et C sont paralléles et, dans
ce cas, la longueur de la bissectrice extérieure n’est pas définie (f, = c0).
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Maintenant, nous présentons quelques formules concernant le rayon r du
cercle inscrit et les rayons r,, ry et r. des cercles exinscrits (voir figure 15).

Figure 15

Comme les deux tangentes & un cercle menées d’un méme point ont la méme
longueur, nous avons, pour le cercle inscrit:

ATz = ATa; BTl = BTg; CT] = CTx.
Par conséquent,
a+b+c=2p=2(AT3+BT; +CTy),

ou
AT2=p-—(-BT1+ CT1)=]J—G
BTi=p—- (AT +CT3)=p—b
CTi=p—(ATs+BT3)=p—c
et
a T3 r 2r
tan — = === =
2 AT; p—-a b+c—a
s TH r 2r
tan - = —== P
2 BT P"b a+c—b
l__T_Tj__ R
e CT, p—c¢ a+b—c

Pour le cercle exinscrit ¢;, nous avons:

AT = ATy; BT] = BT}; CT, = CT;.




Par conséquent,

2BT] = BT} + BT; = (BC+ CT}) + (BA + AT3) =
=AB+BC+ (CT; + AT}) =
=AB+BC+AC=2
Ainsi,
BT =BT;=p
AT} =BT} -c=p-c
C_Tl’=-]ﬁ'{—a=p—a
et
tané=£-&-~_£—=n= 21

De fagon analogue, nous montrons que

tann-— ar,
2 a+4b+ec
¥ i NS,
St iie

Théoréme 6: Si S représente 'aire du A ABC, alors,

S=pr

D= (p-- b)fg.

Démonstration:

39

(14)

(15)

Nous commengons en montrant que S = pr. Nous représentons ’aire

du A XY Z par S(XYZ). Ainsi,
S(ABC) =S = S(ABI)+ S(BCI)+ S(ACI)
_er ar br  (a4b4c)r
S R T —— e
Pour montrer que S = (p — b)ry, nous écrivons

S(ABC) = S = S(ABL) + S(BCHL) — S(ACH)

(16)

m (17)
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De fagon analogue, nous montrons que
S=(p—a)ra (18)
S=(p-o)re. (19)

A partir du théoréme 6, nous déduisons les formules suivantes:

a) rrynre =852,

Démonstration:

Nous commengons en montrant que S = /p(p — a)(p — b)(p — ¢) (for-
mule de Héron). Si, dans la figure 11, D = H,, (i.e., d = h,), nous avons:

a=m-+n
m?=¢c*—h3 " m=/c?-h? =5 a® 4 ¢? —b? = 2a/c% - h?
n’:b’—hi:}(a—rﬂ)’:b’—hﬁ

(02 o C? e 52)2

2 _p2 _
¢’ - h; 1oz
T
.4 (a +ec ""b)
s~
2 = (2ac)? — (a? 4+ ¢* - b?)?
= 4a?

h? = 4%(2“ +a% 4 ¢ — b?)(2ac — a® — ? + b?)
W= gl(e + ) = 2 = (a = o))

K= %{(a+c+ B)(a+c—b)Ji(b+a—e)b—a+c)

p2 = (2P = 20)(%p ~ 2c)(2p — 2a)
A= 4a?

b= Sp(p— a)(p— B)(p )
ha = 2\/olp— o~ Hp—©)

Comme S = ~aha, S = \/p(p— @) (p = D)(p = ©).

2

Nous avons vu que

S S S S
P=i— rag= . T = et re= —.

P p-a p—b p—c
Donc,

Sule- S48 St 2
rr.rbrc_—p_a;—;p_c—g,,-_s N
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= 1 e B S
fa W T, T
Démonstration:
S=(p-1)ri, i=a,b,c. Donc S ot i=a,bec
- i $1=4a,0,C. lri"'Sl"‘ls'
1 1.1 p—a p—-b p-—c_

‘r,+r.+r¢— ¥ - uE

3p—(a+b+c) p 1

— et S AR S 2
S S i . 20

b ANk §
% r =% hﬂ hb hc ’
Démonstration:

Nous pouvons écrire 25 = ahg = bhy = ch. = 2pr. Donc,

8. Wb e Lap
r h,' r hy' r k.’

1 Lol
;(a+b+c)_2p(h+ +h¢)

Comme 2p=a+b+e,

% = -h—lﬂ- “+ h_I. + hic | (21)
Par conséquent,
il L L B
r, T ~ ik h h :

Les prochaines formules, concernant le rayon R du cercle circonscrit, ne
seront pas utilisées dans les problémes qui suivront. Nous les présentons
ici pour rendre notre travail plus complet et aussi parce qu'elles ne sont
pas toujours démontrées dans les ouvrages didactiques. Nous commencons
avec un résultat classique:

Théoréme T: Si S représente l’aire du A ABC, alors,

abc

T 4R’
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Démonstration:

Dans la figure 7 (exercice 12), nous construisons A ACD avec AD = 2R
(AD est un diamétre). Nous avons A AH,B ~ A ACD parce que

LAH,B = {ACD = 90°

et
LABH, = LADC = A2C
Nous pouvons écrire
ha c be
3 " M=2R
1 abe
o fi— Eﬂhu = '4—R =

A partir du théoréme 7, nous pouvons déduire deux autres formules qui ont
rapport avec les rayons r, vy, 1 et rc.

= ditein Saim e din L
d) r_4Rsm2sm2sm2.

Démonstration:

(13)). Done,

ot S _ Velp—a)p—b)(p—c) _ /@—w@—q
p—a p(p—n) p(p—a)- p—-a)

De fagon analogue, nous montrons que

mn ﬂp a)(p—¢)
p(p—b)

Nous avons vu que S = pr et tan § = p:

tan

mo

et
7 (p—a)(p—1?)
S R (e S
pp—c)
Alors,
Bee 4. S5 v
tan 3 tan t 5= p’ = s
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Nous savons que S = }ch.. Donc,

T e i B O, a s«
S= 2c{bsma) = besin 5 Co8 5 = betan 5 o8’ 5
SR e
S tan § =#p=9
m; B p(pb: a)
. De fagon analogue, nous montrons que
B _  [plp—1b) 7 _ [plp=¢)
cos gENTTT et cos-2— = o
Alors,
LI S 1
I I e  des AR
Comme sin § = tan § - cos §, nous pouvons écrire:
sin Esin«gsin% = tan%tangtan% -cos-;—coa-fcos% =
R L
" p AR T 4R’ »
e) dR=r,+rp+r.—r.
Démonstration:

Nous commengons en montrant que§
abc = p(p—b)(p—c) +p(p—c)(p—a)+p(p—a)(p—b) +
—(p—a)(p—b)(p—¢).
p(p—b)(p—c)+p(p—c)(p—a)+p(p—a)(p—b)—(p—a)(p—b)(p—c) =
= p(p—c)[2p—(a+b)]+(p—a)(p—b)[p—(p—c)] = p(p—c)e+(p—a)(p—b)c =
b (a+b+cu+b—c+ b+c—- a“a+c—b)c=abc
2 2 2 2

4RS = abe
4RS =p(p—b)(p—c)+p(p—c)(p—a) + p(p— a)(p - b) +

~(p=a)(p—-b)(p—c)
s? S? s  s?

4RS =

+ +
p—a p—b p—-c p

S
4RS=S(pfn+pf"+pfc_;)

dR=rq+rp+r.—r. |

§ Pour une preuve strictement géométrique, voir page 127.
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Exercice 16)
Méthode de 'intersection de deux lieux géométriques

La figure 16 nous montre que le point A posséde deux propriétés:
i) CA=b;
ii) un observateur placé en A voit le segment BC selon un an-

gle o (A appartient & I'arc capable—¢; —de I'angle a sur le
segment BC).

D’ot1 la construction qui suit (voir figure 16):
i) sur une droite r quelconque placer les points B et C tels que
BC = q;
ii) construire é;;

iii) du point C, avec une ouverture de compas égale a b, construire
un arc de cercle (¢2) et A € ¢1 N ¢a.

A,

1

Az
x0

Figure 16

Discussion: le probléme posséde 0, 1 ou 2 (A A;BC et A A;BC) solu-
tions.
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Exercice 17)
Méthode de V'intersection de deux lieux géométriques
Construire I'angle o de sommet A (voir figure 17); porter AB = c¢ sur

le c6té “gauche” de I'angle (droite r); porter AC = b sur le c6té “droit” de
I’angle (droite s).

A

Figure 17

Discussion: le probléme est toujours possible (0° < a < 180°) et posséde
une solution seulement.
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Exercice 18)
Méthode de Vintersection de deux lieux géométriques

La figure 18 nous montre que le point A posséde deux propriétés:

i) la distance entre le point A et la droite r vaut h,;

ii) un observateur placé en A voit le segment BC selon un an-
gle o (A appartient & I’arc capable—¢; —de I'angle o sur le
segment BC).

D’oll la construction qui suit (voir figure 18):

i) sur une droite r quelconque placer les points B et C tels que
BC =a;

i) construire ¢;;

iii) tracer la droite s paralléle & la droite r et distante de celle-ci
d’une longueur h, et A € ¢1 N s.

Ag Al

b Ox

Figure 18

Discussion: le probléme posséde 0 ou 1 solution (noter que les triangles
A;BC et A;BC sont congruents, i.e.,, A A;BC = A Az3BC et dans ce
cas nous n’avons qu’une seule solution).
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Exercice 19)
Premier procédé - Méthode de I'intersection de deux lieux géométriques

La figure 19.1 nous montre que le point B posséde deux propriétés:
i) B appartient & la droite r;

ii) la distance entre le point B et la droite s vaut h,.

D’oti la construction qui suit (voir figure 19.1):

i) construire ’angle o de sommet A;

/]

i1) tracer la droite { paralléle a la droite s et distante de celle-ci
d’une longueur hy: B € rN{;

iii) du point B, avec une ouverture de compas égale a a, construire
un arc de cercle (¢;) et C € s N ¢;.

A

Figure 19.1

Discussion: le probléme posséde 0, 1 ou 2 (A ABC; et A ABC3) solu-
tions.

R R R R R R RO R R RO AR
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Deuxiéme procédé - Méthode de I’intersection de deux lieux géométriques

Le probléme est résolu si nous pouvons construire A BCH;. La figure
19.2 nous montre que le point H, posséde deux propriétés:

i) sa distance au point B vaut hy;

ii) un observateur placé en Hj voit le segment BC selon un angle
droit (H, appartient & I’arc capable— ¢ —de I’angle droit sur
le segment BC).

D’ol la construction qui suit (voir figure 19.2):

i) sur une droite r quelconque placer les points B et C tels que
BC = g;

ii) construire ¢s;

iii) du point B, avec une ouverture de compas égale a h;, cons-
truire un arc de cercle (¢3) et Hy € ¢2 N @s.

A,

Hy,

Figure 19.2
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Le point A; (A3) se trouve & l'intersection de ¢, (I’arc capable de
’angle a sur le segment BC) avec la droite définie par les points C et Hy,
(Ha,).

Discussion: le probléme posséde 0, 1 ou 2 (A A;BC et A A3BC) solu-
tions.

Observation: noter que nous avons dii construire A BCH;, (A BCH,,)
avant d’obtenir A A;BC (A A3BC). Pour cette raison, nous dirons que
cette fagon de procéder fait appel a la méthode de la figure auziliaire. Nous
verrons que plusieurs problémes de construction de triangle auront leur
solution basée sur la construction d’une figure auxiliaire oti un de ses points
se trouve a l'intersection de deux lieux géométriques. Dans ces probléemes,
la caractérisation d’une méthode de solution peut s’avérer discutable et le
lecteur pourra ne pas étre d’accord avec celle choisie par l'auteur.

Exercice 20)
Méthode de la figure auxiliaire

Le probléme est résolu si nous pouvons construire A ACH,. La figure 20
nous montre que le point H, posséde deux propriétés:

i) sa distance au point A vaut h,;

ii) un observateur placé en H, voit le segment AC selon un angle
droit (H, appartient & I'arc capable— ¢; —de I’angle droit sur
le segment AC).

D’ol la construction qui suit (voir figure 20):

i) construire I'angle o de sommet A;
ii) porter AC = b sur le c6té “droit” de I'angle (droite s);
iii) construire ¢,;

iv) du point A, avec une ouverture de compas égale a h,, cons-
truire un arc de cercle (¢3) et H, € ¢; N ¢5.

Le point By (B3) se trouve & l'intersection de la droite r avec celle
définie par les points C et H,, (Ha,).

Discussion: le probléme posséde 0, 1 ou 2 (AAB;C et A AB;C) solu-
tions.
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Figure 20

Exercice 21)
Méthode du probléme déja résolu

Comme ¢ = hy/sina (voir figure 19.1), nous connaissons a, b et c et
nous savons déja comment résoudre ce probleme (voir exercice 17).

Pour obtenir ¢, nous construisons A AB Hj (voir figure 21) ou BHy = h;
et 0 =90° — a (si < 90°sia>90° 0 =a—90°%sia=90°0=0°et
A= H;).

Pour déterminer C, nous marquons AC = b sur la droite r définie par
Hy€retrls.

Discussion: le probléme est toujours possible et posséde une solution
seulement.
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Figure 21

Exercice 22)
Datum

Comme h. = bsina, a, b et h. forment un datum. Le probléme est
donc impossible ou indéterminé.

Exercice 23)
Méthode de I'intersection de deux lieux géométriques

La figure 22 nous montre que le point A posséde deux propriétés:

i) sa distance au point M, vaut m,;

ii) un observateur placé en A voit le segment BC selon un an-
gle o (A appartient a I’arc capable—¢; —de 'angle a sur le
segment BC).
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D’ol1 la construction qui suit (voir figure 22):
i) sur une droite r quelconque placer les points B et C tels que
BC = a;
ii) construire ¢y;
iii) du point M,, avec une ouverture de compas égale & m,, cons-
truire un arc de cercle (¢3) et A € ¢; N $a.

Discussion: le probléme posséde 0 ou 1 solution (noter que les triangles
A;BC et A;BC sont congruents, i.e., AA;BC = AA;BC et dans ce
cas nous n’avons qu’une seule solution).

Az 2 Ay

é1 O x

|
B ]Ma C T |

Figure 22
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Exercice 24)
Premier procédé - Méthode de V’intersection de deux lieux géométriques

La figure 23 nous montre que le point M; posséde deux propriétés:

i) sa distance au point B vaut m,;

ii) un observateur placé en M, voit le segment M,C selon un
angle a (M, appartient & I’arc capable— ¢3—de I’angle a sur
le segment M,C).

D’otl la construction qui suit (voir figure 23):

i) sur une droite r quelconque placer les points B et C tels que
BC=a;

ii) construire ¢; (I’arc capable de I’angle a sur le segment BC);

iii) du point B, avec une ouverture de compas égale 4 m,, cons-
truire un arc de cercle (¢3);

iv) construire ¢s et My € ¢2 N d3;
v) si s est la droite définie par les points C et M;, alors A € sN¢;.

A
@2
# 0
Ox
B 1 Mu C r
Figure 23

Discussion: le probléme posséde 0, 1 ou 2 solutions.
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Deuxiéme procédé - Méthode de la figure auxiliaire

Le probléme est résolu si nous pouvons construire A M;BC. La fi-
gure 23 nous montre qu’un observateur placé en A voit le segment BM,
selon un angle a (A appartient 3 I’arc capable—¢;—de I'angle a sur le
segment BM;). En outre, nous savons que le point C est le symétrique
du point A par rapport au point M. Donc, si ¢} représente I'image de la
symétrie de ¢; par rapport au point Mj, nous avons deux propriétés pour
le point C:

i) sa distance au point B vaut a;
ii) il appartient & ¢}.
D’oii la construction qui suit (voir figure 24):

i) sur une droite r quelconque placer les points B et M, tels que
BM, = my;
ii) construire ¢;;

iii) construire ¢};

iv) du point B, avec une ouverture de compas égale & a, construire
un arc de cercle (¢3) et C € ¢ N ¢3;

v) si g (t) est la droite définie par les points C; (C2) et M, alors
A, (Az) €s (l) Né¢;.

A,
()

Az 4
My \ :

Figure 24

Discussion: le probléme posséde 0, 1 ou 2 (A A;BC, et AA2BC;)
solutions.
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Exercice 25)

Méthode de la figure auxiliaire

Le probléme est résolu si nous pouvons construire A AM,M;. Nous
connaissons AM, = m,, AM; = b/2 et la figure 23 nous montre que
LAM{M, = 180° — a. D’oll la construction qui suit (voir figure 25):

i) construire I’angle a de sommet M,;; porter MyA = b/2 et
M,C = b/2 sur le c6té “droit” de I'angle (droite s);

i) du point A, avec une ouverture de compas égale & m,, cons-
truire un arc de cercle (¢;);

iii) si r est la droite du coté “gauche” de I’angle a, alors M, €
rNés;

iv) 8it est la droite définie par les points C et M,, placer le point
Bent tel que M,B = M,C.

Figure 25

Discussion: le probléme posséde 0 ou 1 solution.
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Exercice 26)
Méthode de l'intersection de deux lieux géométriques

La figure 26 nous montre que le point B posséde deux propriétés:
i) B appartient & un des cotés (droite r) de I’angle a;
ii) sa distance au point M vaut m,.

D’oti la construction qui suit (voir figure 26):
i) construire ’angle a de sommet A;

ii) sur le c6té “droit” de I’angle (droite s), porter AC = b et
placer M, tel que AM, = b/2;

iii) du point M}, avec une ouverture de compas égale & m;, cons-
truire un arc de cercle (¢;). Si r est la droite du cété “gauche”
de I'angle a, alors B € rN ¢;.

A

B,

()
My
B;

Figure 26

Discussion: le probléme posséde 0, 1 ou 2 (A AB;C et A AB;C) solu-
tions.
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Exercice 27)
Méthode de I'intersection de deux lieux géométriques

La figure 27 nous montre que le point A posséde deux propriétés:
i) CA = b;
ii) un observateur placé en A voit le segment M.C selon un an-
gle o (A appartient a I’arc capable—¢; —de ’angle a sur le
segment M_.C).
D’oii la construction qui suit (voir figure 27):
i) sur une droite r quelconque placer les points M, et C tels que
M.C = m,;
ii) construire ¢;;

ili) du point C, avec une ouverture de compas égale a b, construire
un arc de cercle (¢2) et A € ¢1 N¢y;

iv) le point By(B3) est le symétrique du point A;(A3) par rap-
port au point M,.

Discussion: le probléme posséde 0, 1 ou 2 (AA;B;C et A A;B;C)

solutions.
Az

&1
b2

x D

Figure 27
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Exercice 28)
Meéthode de l'intersection de deux lieux géométriques

La figure 28 nous montre que le point S,, posséde deux propriétés:

i) il appartient & la droite qui contient les points B et C;

ii) si z représente sa distance au point. D (DS,, = z), alors
z(sq + z) = (DC)*. (%)

Pour prouver le résultat donné par I’équation (), nous remarquons que
AUA3;D ~ AS,, VD (LD est commun aux deux triangles et ZUA;D =
LS.,V D = 90°). Alors, nous pouvons écrire:

W _ 8a +Bsa.
Pog DY

Ou
z(sa + z) = (DU)(DV).

Comme A UCD est rectangle, nous avons:

(DC)? = (DU)(DV).
Et
z(sa+2)=(DC)>.. W

Pour construire z, nous utilisons le concept de puissance d’un point par
rapport & un cercle. Si ¢, représente le cercle tangent a la droite s (définie
par les points D et C) au point C avec rayon s,/2 (voir figure 28), nous
pouvons écrire:

(DC)? = DN(DN + s,)-

Par conséquent,

DN = 2.

D’ou la construction qui suit (voir figure 28):

i) sur une droite r quelconque placer les points B et C tels que
BC=ag;
ii) construire ¢; (I’arc capable de ’angle & sur le segment BC);

iii) construire ¢, (cercle tangent a la droite s au point C avec
rayon s,/2 pour obtenir le point N);
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iv) du point D, avec une ouverture de compas égale a DN, cons-
truire un arc de cercle (¢3) et S; € r N ¢3;

v) sit est la droite définie par les points D et S,,, alors A € tN¢;.

U

Figure 28

Discussion: le probléme posséde 0 ou 1 solution (noter que A A;BC =
A A3BC et dans ce cas nous n’avons qu’une seule solution).

Observation: si la solution (construction) géométrique s’avére difficile
ou impossible, nous pouvons toujours faire appel a la méthode algébrique
pour résoudre notre probléme. Dans cette méthode, nous devons écrire
et résoudre un systéme d’équations non linéaires pour obtenir la solu-
tion de notre probléme. Le systéme peut étre résolu algébriquement ou
numériquement. Nous aurons 'occasion d’appliquer la méthode pour divers
problémes, & commencer par le prochain.
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Exercice 29)
Méthode algébrique

Nous commengons par écrire le systéme d’équations non linéaires sui-
vant:

a? = b + % — 2bccosax (*)
b = a® + ¢® — 2accos B (»%)
_ 2accos /2 _(a+0)s
5 = T => cosf3/2 = = (+xx)
Comme cos § = 2cos? §/2 — 1, nous avons (en utilisant (*+*) et (**)):
- _(“"‘")253
b*=a"+e¢c +2ac(l “alc )
2
35 fa 28y 2
b (1 ac)(a+c)
b=(a+c) l--ﬁ (#x%)
s ac )
Avec la valeur de b donnée par (#**x), nous récrivons (), obtenant
2 2(s2 2 4
a_'%% 3 sj(sy —4a*) o s} 5p ==
i r 4a?(1 —cos?a) = 2a(l — cos? a) 4(1 — cos?a) 0. ()

Si s3 > 2a, nous devons résoudre ’équation
-yt + 1 +11c+70=0, ouy;>0,i=0,1,2,3.
Si 53 < 2a, nous devons résoudre 1’équation
=y —me? + e+ 10 =0, oux>0,i=0,1,23.
Dans les deux cas, la régle de Descartes (nombre de variations dans les
signes des coefficients) nous dit que les équations auront 2 ou 0 racines
positives (voir [3], [5] ou [30]).
Si I’équation (1) n’a pas de racine positive, le probléme est impossible
(il n’y a pas de triangle qui satisfait aux conditions du probléme).

Si ’équation (}) a deux racines positives, le probleme aura une (si les
deux racines sont égales) ou deux (si les deux racines sont différentes)

solutions!
Application numérique: soient & = Arccos {-}, a=5cmet s, = 545 cm.

L’équation (t) devient

1
- (162240c"+1517824«:2 6021120c-15052800) m =0 @

§ Les cotés doivent satisfaire a < b4c, b < a+cetc < a+ b et les angles,
~1 < cosa,cosfl, cosy < 1.
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Résolvant () avec Mathematica, nous obtenons (avec six chiffres déci-
maux exacts):

cg=8cm = b =Tem

c3 = 5,7275066em = by = 0,972106 1em .

Exercice 30)
Méthode de la figure auxiliaire

Le probléme est résolu si nous pouvons construire A ACS,. Nous con-
naissons AC = b, AS, = s5etla figure 29 nous montre que LCAS, = a/2.
D’ot la construction qui suit (voir figure 29):

i) construire ’angle a de sommet A et sa bissectrice intérieure
(droite t); porter AC = b sur le coté “droit” de Iangle (droite
8);

ii) du point A, avec une ouverture de compas égale & s,, cons-
truire un arc de cercle (¢,); donc S; € t N ¢y;

iii) si r est la droite du c6té “gauche” de I'angle a, et u, la droite
définie par les points C et S,, alors BE rNu.

A

Figure 29

Discussion: le probléme posséde 0 ou 1 solution.
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Exercice 31)
Méthode algébrique

Avec les résultats des théorémes 2 et 3 nous pouvons écrire ac = 5§ +
W Nous avons le systéme d’équations non linéaires suivant:

a® = b + ¢ — 2bccosa => a= /b2 + ¢ — 2bccos (%)
ach?
ac=8§+m (*+)

Avec la valeur de a donnée par (x), nous récrivons (*+), obtenant

¢® —2bcosac® + i =Wtooito 3 9§c4 2bs? cosa 5

1-cos?a 1—cos?a
83(s? cos? a — b?) o bsj cos a b?s§
% l-cm2 T 1—cos?a’ ' 4(1-cos?a) )

Si I’équation (1) n’a pas de racine positive, le probléme est impossible
(il n’y a pas de triangle qui satisfait aux conditions du probléme).

Application numérique: soient & = Arccos %—;:—, b=Tcmet sy = 40}33 cm.

L’équation (1) devient
S —11° + (-72044?& +23319296¢® — 66705664c? +

— 331161600c + 737587200) 28; ==0. (@)

Résolvant (1) avec Mathematica, nous obtenons deux racines complexes,
deux racines négatives et deux racines positives, lesquelles sont montrées
ci-bas (avec six chiffres décimaux exacts):

cg=8cm => a; =5cm

c; = 1,9318695ecm = @z = 5,6108426cm .

Vérification: le systéme que nous avons résolu ne tenait pas compte de
2.2
la contrainte —1 < cos f < 1. Nous savons que cos f = %’4 — 1. Donc

_ (5+8)%(40v3/13)* . 1
cosfy = 25 - 8)? ~Isg ¥
(dg -+ 63)2(40\/./13)2

%alc3 —1=x59 : solution étrangere.




63

Exercice 32)
Méthode de la figure auxiliaire

Le probléme est résolu si nous pouvons construire A ACS,.. Nous con-
naissons (voir figure 30) LCAS. = a, AC = bet CS, = s.. Dot la
construction qui suit:

i) construire 'angle a de sommet A; porter AC = b sur le coté
“droit” de Pangle (droite s);

ii) du point C, avec une ouverture de compas égale a 5., cons-
truire un arc de cercle (¢;); si r est la droite du c6té “gauche”
de 'angle a, alors S, € r N ¢y;

ili) comme LACS, = 7/2 (CS. est la bissectrice intérieure de
’angle 7), nous construisons ’angle 7 (droites s et t) et B €
rnNit.

Discussion: le probléme posséde 0, 1 ou 2 (A AB;C et A AB;C) solu-
tions.

Exercice 33)
Méthode de I'intersection de deux lieux géométriques

La figure 31 nous montre que le point A; posséde deux propriétés:

i) il appartient a l'arc capable (¢;) de I'angle o sur le
segment BC;

il) si = représente sa distance au point U (UA; = z), alors
z(z+t.) = (UC)™. (*)

Pour prouver le résultat donné par I’équation (*), nous remarquons que
AUA1D ~ AUVT, (LU est commun aux deux triangles et ZUA;D =
LUVT, = 90°). Alors, nous pouvons écrire:

DU TUA,

UT, U
Ou

2(z + ta) = (DU)(TV).

Comme A UCD est rectangle, nous avons:

(UC)* = (DU)(UV).

z(z+t,)=(UC).. =

Et
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Pour construire z, nous utilisons le concept de puissance d’un point par
rapport & un cercle. Si ¢; représente le cercle tangent & la droite s (définie
par les points U et C) au point C avec rayon to/2 (voir figure 31), nous
pouvons écrire:

(UC)* =UN(UN +t,).
Par conséquent,
UN =z.

D’oil la construction qui suit (voir figure 31):

i) sur une droite r quelconque placer les points B et C tels que
BC=a;
ii) construire ¢, ('arc capable de I'angle a sur le segment BC);

ili) construire ¢, (cercle tangent a la droite s au point C avec
rayon #, /2 pour obtenir le point N);

iv) du point U, avec une ouverture de compas égale 4 UN, cons-
truire un arc de cercle (¢3) et Aj (A3) € ¢; N ¢3.

&3

Ay

1

T,

B\

b2

Figure 31

Discussion: le probleme posséde 0 ou 1 solution (noter que A A; BC =
A A3BC et dans ce cas nous n’avons qu’une seule solution).



66
Exercice 34)
Méthode algébrique

Nous commengons par écrire le systéme d’équations non linéaires sui-
vant:

a® =b? +c? — 2bccosa
b’:a’+c’—2accoe,6
2.2 .2 o 2
_ 4a*c*sin® §/2 sin? /2 = [(a c)t;]

= " (a—c)? 2ac

Nous savons que cos 3 = 2cos? §/2—1 et que sin® /2 = 1—cos? 3/2. Nous

obtenons
b= \/(a -c)?+ —-——-—-[(a _a:)tdz
et

Q-1 , _ o 6
4a2(1 — cos? a)c ~ 2a(1 — cos? a)c gt 4(1 — cos?a) 0. (1)

12
2l
a

Si &, > 2a, nous devons résoudre I'équation

A+ 1+ 12 —ne+ =0, ouy20,i=0,1,23.
Si t3 < 2a, nous devons résoudre 1'équation

At + 736 - —me+ 10 =0, oy >0,i=0,1,23.

Dans les deux cas, la régle de Descartes (nombre de variations dans les
signes des coefficients) nous dit que les équations auront 2 ou 0 racines
positives.

Si I'équation (f) n’a pas de racine positive, le probleme est impossible
(il n’y a pas de triangle qui satisfait aux conditions du probleme).
Si ’équation (}) a deux racines positives, le probléme aura une (si les

deux racines sont égales) ou deux (si les deux racines sont différentes) so-
lutions.

Application numérique: soient a = Arccos %, a=5cmet it = 33-0- cm.
L’équation () devient

¢t + (8640¢® + 87808¢c? — 2007040c + 5017600) % =0. . @
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Résolvant (}) avec Mathematica, nous obtenons (avec six chiffres déci-
maux exacts):

¢ = 3,0326922ecm =3 by = 7,0175523 cm

c2=8cm = by=Tcm.

Exercice 35)
Méthode de la figure auxiliaire

Le probléme est résolu si nous pouvons construire A ACT,. Nous con-
naissons AC = b, AT, =t,etla figure 32 nous montre que C € set T, € t.
D’oll la construction qui suit (voir figure 32):

i) construire I'angle o de sommet A et sa bissectrice extérieure
(droite t); porter AC = b sur le coté “droit” de I’angle (droite
8);
ii) porter AT, =t, sur la droite ¢;
iii) si r est la droite du c6té “gauche” de 'angle a, et u, la droite
définie par les points C et T,, alors B € r N u.

Discussion: le probléme posséde 0, 1 ou 2 (A AB;C et A AB;C) solu-
tions.

Exercice 36)
Méthode algébrique
Nous commengons par écrire le systeme d’équations non linéaires sui-
vant:
a? = b? 4 ¢® — 2bccos o

b? = a® 4 ¢ — 2accos 8

_ 4a?¢*sin’ §/2 ! _ [(a—e)tp)2
tf e W— = Slnzﬂfz o T]

Nous savons que cos § = 2cos? §/2—1 et que sin §/2 = 1 —cos? §/2. Nous
obtenons

- [(a - c)ts)?
b? = (a—c)z-i- —'—;'E"—-—.

Ensuite, avec a = v/b? + ¢2 — 2bc cos @, nous obtenons

b? — b2 cos? —t§c4 2bt2 cos
1—cos?a 1 —cos? o

ty(t3 cos’a—b?) ,  bijcosa b2t} |-
1-cos’a = 1—cos’a  4(1—cos?a)

¢® — 2bcosac® +

0. (1)
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Si I’équation (}) n’a pas de racine positive, le probléme est impossible
(il n’y a pas de triangle qui satisfait aux conditions du probléme).
Application numérique: soient a = Arccos 11, b=Tcmet ¢, = 2L cm.

L’équation (}) devient
& —11d 4 (—100939c" + 1241856¢° + 6858496¢2 +

~ 110387200c + 245862400) 2= = 0. (1)

Résolvant (1) avec Mathematica, nous obtenons deux racines négatives
et quatre racines positives, lesquelles sont montrées ci-bas (avec six chiffres
décimaux exacts):

c1= 3,0277610cm —> a; = 4,9861774cm
c2= 8cm = az = 5cm
c3=12,8118927cm —> a3 = B8,4978689cm
cq = 16,3008991cm —> a4 =11,6365554cm .

Vérification: le systéme que nous avons résolu peut introduire des solu-
tions étrangéres. Nous devons toujours vérifier si les cotés forment
réellement un triangle et qu’en plus le triangle obtenu satisfait aux con-
ditions du probléme.

Les cotés a;, 1 = 1,2, 3,4 ont été calculés selon la formule

a; = \/b2 + ¢? — 2bc; cos a,

oi b = 7 et cosa = 11/14. Donc nous savons que les triangles dont les
cotés valent a;, b = 7 et ¢; satisfont & deux conditions du probléme. Il nous
reste & savoir si #y, ~ 40/3 = 13,3333333.... En utilisant la formule

Vae(p - a)(p —¢),

b=y

nous obtenons:
iy, =, =4, =13,333333 v

i, = 15,412109 : solution étrangere.

Donc, nous pouvons construired trois triangles qui satisfont aux conditions
du probléme.
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Exercice 37)
Méthode de la figure auxiliaire

Le probléme est résolu si nous pouvons construire A ACS,. Sachant
que LT.CS. est un angle droit, nous avons la construction suivante (voir

figure 33):
i) construire 'angle o de sommet A; porter AC = b sur le coté
‘ “droit” de ’angle (droite s);
ii) du point C, avec une ouverture de compas égale a i, cons-

truire un arc de cercle (¢); si r est la droite du coté “gauche”
de 'angle a, alors T, € r N ¢1;

iii) construire la bissectrice intérieure de I'angle ¥ (CT. L CS, et
S.€r);
iv) obtenir B en r tel que £S.CB = LACS..

Figure 33

Discussion: le probléme posséde 0, 1 ou 2 solutions.
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Exercice 38)
Datum

Comme a = 2Rsin a (voir figure 2), a, a et R forment un datum. Le
probléme est donc impossible ou indéterminé.

Exercice 39)
Méthode du probleme déja résolu
Comme a = 2Rsin a, nous connaissons a, a et b et nous savons déja

comment résoudre ce probléme (voir exercice 16).

Pour construire a, voir figure 8 (voir exercice 12).

Discussion: le probléme possede 0, 1 ou 2 solutions.
Exercice 40)
Méthode de I'intersection de deux lieux géométriques

La figure 34 nous montre que le point I posséde deux propriétés:

i) sa distance & la droite & vaut r;
ii) il appartient a ’arc capable (¢;) de I’angle 90° + /2 sur le
segment BC.

Pour prouver le résultat donné par ii), nous remarquons que

a+,ﬂ+7=180°=>ﬂ—;'7-=90°—%.
B

Dans ABCI, nous avons £I/BC = 3 et LICD = % Donc:

(BIC = 180° — ﬁgﬂ = /BIC = 90° + % B

D’otl la construction qui suit (voir figure 34):
i) sur une droite s quelconque placer les points B et C tels que
BC = a;
ii) construire ¢;;
iii) tracer la droite ¢ paralléle & la droite s et distante de celle-ci

d’une longuenr r (rayon du cercle inscrit); nous obtenons le
point I (I = tN ¢,), centre du cercle inscrit, et le point (7})
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de tangence du cercle avec le c6té BC (ITy L BC). Tracer le
cercle inscrit (¢2);

iv) obtenir les points de tangence T3 et T (T € ¢z et CT} = CTy;
Ts € ¢3 et BT) = BT3);

v) si uest la droite définie par les points B et T3 et v, celle définie
par C et T3, alors A € unv.

Discussion: le probléme posséde 0 ou 1 solution (noter que le triangle
généré par I' et A ABC sont congruents).

A

Ts

Figure 34
Exercice 41)
Méthode de 'intersection de deux lieux géométriques

La figure 35 nous montre que le point I posséde deux propriétés:

i) sa distance & la droite ¢ vaut r;
i) il appartient a la bissectrice intérieure (droite u) de 'angle a.

D’oui la construction qui suit (voir figure 35):
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i) construire I'angle a de sommet A; porter AC = b sur le c6té
“droit” de I'angle (droite t);
ii) construire la droite u;

iii) tracer la droite v paralléle a la droite t et distante de celle-ci
d’une longueur r (rayon du cercle inscrit); nous obtenons le
point I (I = uNuv), centre du cercle inscrit, et le point (73)
de tangence du cercle avec le c6té AC (IT; L AC). Tracer le
cercle inscrit (¢);

iv) obtenir le point de tangence T} (T; € ¢ et CT; = CT3);

v) i s est la droite du c6té “gauche” de 'angle et m, celle définie
par les points C et T}, alors B € m N s.

A

T3

S o

Figure 35

Discussion: le probléme posséde 0 ou 1 solution.
Exercice 42)
Méthode de I'intersection de deux lieux géométriques

La figure 36 nous montre que le point I, posséde deux propriétés:

i) sa distance a la droite s vaut r,;
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ii) il appartient a ’arc capable (¢;) de I’angle 90° — a/2 sur le
segment BC.
Pour prouver le résultat donné par ii), nous remarquons que
BE+Y Lo &
SR 90 2"

Dans ABCI,, nous avons ZI,BC = 90° — g et LI,CB =90°— %

a+f+7=180° =

Donc:

(BI,C = 180° - £I,BC — £I.CB = (BI,C = 90° — % »

D’ot la construction qui suit (voir figure 36):
i) sur une droite s quelconque placer les points B et C tels que
BC =a;

i) construire ¢;;

iii) tracer la droite t paralléle a la droite s et distante de celle-ci
d’une longueur r, (rayon du cercle exinscrit); nous obtenons
le point I, (I, = tN¢;), centre du cercle exinscrit, et le point
(T1) de tangence du cercle avec le coté BC (1,77 L BC).
Tracer le cercle exinserit (¢,);

iv) obtenir les points de tangence T3 et T3 (T3 € ¢4 et CTy = CTy;
Ts € ¢a et BT} = BT3);

v) si uest la droite définie par les points B et T3 et v, celle définie
par C et T3, alors A €unNuv.

Discussion: le probleme posséde 0 ou 1 solution (noter que le triangle
généré par I et A ABC sont congruents).

Exercice 43)
Méthode de l'intersection de deux lieux géométriques

La figure 37 nous montre que le point I; posséde deux propriétés:

i) sa distance a la droite s vaut ry;

ii) il appartient a P'arc capable (¢,) de l'angle a/2 sur le
segment BC.

Pour prouver le résultat donné par ii), nous remarquons que

a+ﬁ+7=180’=>%=90'—£—;—1.
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A
B C
af2 i T &
¢n T2
9]
rll
1
T3
‘r; B e s I, i
Figure 36

Dans A BCI,, nous avons Z;BC = g- et £I;CB = 90° + % Donc:

(BI,C = 180° - LI,BC — LI;CB = /BI,C = % =

D’ou la construction qui suit (voir figure 37):

i) sur une droite s quelconque placer les points B et C tels que
BC=g;
ii) construire ¢;;
iii) tracer la droite t paralléle & la droite s et distante de celle-ci
d’une longueur ry (rayon du cercle exinscrit); nous obtenons
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le point I (I, = tN¢,;), centre du cercle exinscrit, et le point
(T}) de tangence du cercle avec le coté BC (I, Ty L s). Tracer
le cercle exinserit (¢s);

iv) obtenir les points de tangence T3 et 73 (T2 € ¢s et CT} = CTs:
Ts € ¢y et BT; = BTx);

v) si u est la droite définie par les points B et T3 et v, celle définie
par C et T3, alors A € uNv.

Discussion: le probléme posséde 0 ou 1 solution.

&

Ts

(7%

N\

Iy

Ty

] BK C Ty

Figure 37
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Exercice 44)
Méthode de I'intersection de deux lieux géométriques

La figure 38 nous montre que le point I, posséde deux propriétés:

i) sa distance & la droite ¢ vaut r,;
ii) il appartient & la bissectrice intérieure (droite u) de I'angle a.
D’oli la construction qui suit (voir figure 38):
i) construire ’angle a de sommet A; porter AC = b sur le coté
“droit” de I'angle (droite t);
ii) construire la droite u;

iii) tracer la droite v paralléle A la droite ¢ et distante de celle-ci
d’une longueur r, (rayon du cercle exinscrit); nous obtenons
le point I, (Is = uNv), centre du cercle exinscrit, et le point
(72) de tangence du cercle avec la droite t (1,73 L t). Tracer
le cercle exinscrit (¢,);

iv) obtenir le point de tangence T} (T} € ¢, et CTy = CTy);

v) si s est la droite du c6té “gauche” de 1’angle et m, celle définie
par les points C et T3, alors B € mNs.

Discussion: le probléme posséde 0 ou 1 solution.
Exercice 45)
Méthode de I'intersection de deux lieux géométriques

La figure 39 nous montre que le point I possede deux propriétés:

i) sa distance a la droite t vaut ry;

ii) il appartient a la bissectrice extérieure (droite u) de ’angle a.
D’ou la construction qui suit (voir figure 39):

i) construire I'angle a de sommet A; porter AC = b sur le cété
“droit” de I'angle (droite t);
ii) construire la droite u;

iii) tracer la droite v paralléle a la droite ¢ et distante de celle-ci
d’une longueur r; (rayon du cercle exinscrit); nous obtenons le
point Iy (1 = uNv), centre du cercle exinscrit, et le point (73)
de tangence du cercle avec le c6té AC (I,7; L AC). Tracer
le cercle exinscrit (¢,);
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Figure 38

I3
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iv) obtenir le point de tangence T (7} € ¢, et CT; = CT3);

v) si s est la droite du coté “gauche” de I’angle et m, celle définie
par les points C et T}, alors B€ mnNs.

Discussion: le probléme posséde 0 ou 1 solution.

=

Ty
B S, 721
v
t

Figure 39
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Exercice 46)
Méthode de I'intersection de deux lieux géométriques

La figure 40 nous montre que le point I. posséde deux propriétés:

i) sa distance a la droite s vaut r,;
ii) il appartient & la bissectrice extérieure (droite u) de ’angle a.
D’otl la construction qui suit (voir figure 40):
i) construire I'angle o de sommet A; porter AC = b sur le coté
“droit” de I’angle (droite t);
ii) construire la droite u;

ili) tracer la droite v paralléle a la droite s et distante de celle-ci
d’une longueur r, (rayon du cercle exinscrit); nous obtenons
le point I, (I. = uNv), centre du cercle exinscrit, et le point
(T2) de tangence du cercle avec la droite t (I.T; L t). Tracer
le cercle exinscrit (¢.);

iv) obtenir le point de tangence 7} (7} € ¢. et CTy = CTy);

v) si 8 est la droite du cété “gauche” de ’angle et m, celle définie
par les points C et T}, alors B € m N s.

Discussion: le probléme posséde 0 ou 1 solution.

Figure 40
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Exercice 47)
Méthode de la figure auxiliaire

Le probléme est résolu si nous construisons A ABH;. Nous connaissons
(voir figure 41) ZABH, = [90° — a|, ZBH; A = 90° et BHy = hy. D’ou la
construction qui suit:

i) sur une droite r quelconque, placer les points B et H, tels que
BH, = h;. Construire le sommet A;
ii) construire le cercle (¢;) dont le diameétre est le segment AB;

iii) du point A, avec une ouverture de compas égale a h,, cons-
truire un arc de cercle (¢2); alors H,, (Ha,) € ¢1 N ¢2;

iv) si 8 est la droite qui contient les points A et Hj et t (u), celle
définie par les points B et H,, (H,,), alors C; (C3) € sNt (u).

Discussion: le probléme posséde 0, 1 ou 2 (A ABC; et A ABC3) solu-
tions.

¢2

H,, =

Figure 41
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Exercice 48)
Méthode du probléeme déja résolu

Comme hy = csina et h, = bsin o, nous avons

h h
b= —— et c= ——.
BN o Bln o¢

Nous connaissons a, b et ¢ et nous savons déja comment résoudre ce pro-
bléme (voir exercice 17).

Pour obtenir le cété b, nous construisons AAH .C o ZAH.C = 90°,
LH.CA = |90°—a|et H.C = h.. Le coté c est obtenu par une construction
similaire en utilisant A ABH;.

Discussion: le probléme posséde toujours une solution (0° < e < 180°).
Exercice 49)

Méthode de la figure auxiliaire

Le probleme est résolu si nous pouvons construire A AM,M,. La
figure 42 nous montre que le point M} posséde deux propriétés:

i) sa distance a la droite r vaut h,/2;

ii) il appartient a I'arc capable (¢) de ’angle 180° — « sur le
segment AM,.

D’ou la construction qui suit (voir figure 42):

i) construire A AH,M,. Soit r la droite qui contient les points
H, et M,;

ii) tracer la droite s paralléle a la droite r et distante de celle-ci
d’une longueur h,/2;

iii) construire ¢. Alors M € 5N ¢;

iv) sit est la droite définie par les points A et M,, alors C € rNt.
Obtenir B € r tel que M,B = M,C.

Discussion: le probléme posséde 0 ou 1 solution.
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B I H, M, c r
Figure 42

Exercice 50)

Méthode de la figure auxiliaire

Le probléme est résolu si nous construisons A BDM,;. Nous connaissons
(voir figure 43) ZLBDM, = 90°, DM, = h,/2 et BM; = m;. D'ou la
construction qui suit (voir figure 43):

i) construire A BDM;. Soit r la droite qui contient les points B
et D;

ii) tracer la droite s paralléle a la droite r et distante de celle-ci
d’une longueur h,;

ili) construire ’arc capable (¢) de langle a sur le
segment BM,. Alors A; (A3) €sN¢;

iv) sit(u) est la droite définie par les points A; (A ;) et M,, alors
C;:(Ca) € rnt(u).

Discussion: le probléeme posséde 0, 1 ou 2 (A A;BC; et A A3BC;)
solutions.
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Aj A,
8
X
¢ 9] M,
B D Cl Ci i
Figure 43

Exercice 51)
Méthode du probléme déja résolu

Comme ¢ = h;/ sin a, nous connaissons a, ¢ et m, et nous savons déja
comment résoudre ce probleme (voir exercice 25).

Discussion: le probléme posséde 0 ou 1 solution.

Exercice 52)
Méthode du probléeme déja résolu

Comme ¢ = hy/sin a, nous connaissons a, ¢ et m; et nous savons déja
comment résoudre ce probléeme (voir exercice 27).

Discussion: le probléme posséde 0, 1 ou 2 solutions.

Exercice 53)
Méthode du probléme déja résolu

Comme ¢ = hy/sina, nous connaissons a, ¢ et m, et nous savons déja
comment résoudre ce probléme (voir exercice 26).

Discussion: le probléme posséde 0, 1 ou 2 solutions.
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Exercice 54)
Méthode de la figure auxiliaire

Le probléme est résolu si nous construisons A AH,S,;. D’ou la cons-
truction qui suit (voir figure 44):
i) construire ’angle a de sommet A et sa bissectrice intérieure
(droite u). Porter AS, = s, sur la droite u;

ii) construire I'arc capable (¢;) de ’angle droit sur le segment
ASa;

iii) du point A, avec une ouverture de compas égale a h,, cons-
truire un arc de cercle (¢2) et H, (H.) € ¢1 N ¢2;

iv) si r est la droite définie par les points H, et S,, s celle du cété
“gauche” de I'angle o et ¢, celle du c6té “droit” de I’angle a,
alore BernNset Cernt.

Discussion: le probléeme posséde 0 ou 1 solution (noter que le triangle
généré par H; et A ADC sont congruents).

A
&1

2

Figure 44

Remarques:

i) nous savons que

d=7
57 )

Pour la preuve de 1’équation (%), voir pages 144-145.

LH,AS, =



86

il) dans la figure 45, soit D le symétrique de B par rapport au
point H,. Donc, ZADB = 8. Dans A ADC, nous avons:

LDAC+ /.DCA =LADB
Par conséquent, comme ZDCA =7,
LDAC =8 —-v=2LH,AS,.

B H; Sa D C

Figure 45

Observation: avec les résultats de ces remarques et la figure 45, le lecteur
devrait étre en mesure de résoudre le probléme 148 (construire le triangle
ABC ou a, h, et s, sont connus).

Exercice 55)
Méthode algébrique

»
Nous commencgons par écrire le systeme d’équations non linéaires sui-
vant:
ha
sin

(*)

c=
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bsina
sin

2accos §/2 _ ; - hgbsin o
e ffa= sp(ha + bsina) (wex)

b? = a® + ¢® — 2accos B. (wx%)

ah, = bhy = besina = a =

(C)

Avec le systéme (*)—(**»x) et sachant que
cos f=1—2sin? §/2
sin? @ = 4sin? B/2(1 — sin® §/2),
nous obtenons
habsin o 2 h.bsina L
(s;(h, + bsina)) [ - (s.(h, +bsin0)) ]b -
habsin o )3]

=it e bl = 2h¢bsina[l - 2(m
L ARLY ]

(1)
Si I’équation (}) n’a pas de racine positive, le probléme est impossible
(il n’y a pas de triangle qui satisfait aux conditions du probléme).

Application numérique: soient a = Arccos -i—} = sina = ilé, ha, =
4V/3cmet s = %cm.
L’équation (1) devient

77283b% — 1743805b° — 37824085 + 227203206 +
— 921984000 + 2065244160b + 11565367296 = 0. (1)

Résolvant (}) avec Mathematica, nous obtenons quatre racines com-
plexes et deux racines positives, lesquelles sont montrées ci-bas (avec six
chiffres décimaux exacts):

by=Tem = a;=5cmet ¢; = 8cm

b2 = 24,0769517cm = a3 = 18,1960092cm et c; = 8,464331 6¢cm .

Veérification: le lecteur peut facilement constater que les deux triangles
satisfont a toutes les conditions du probléme.

Exercice 56)
Méthode du probleme déja résolu

Comme ¢ = h;/sin a, nous connaissons a, c et 5, et nous savons déja
comment résoudre ce probléeme (voir exercice 30).

Discussion: le probléme posséde 0 ou 1 solution.
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Exercice 57)
Méthode du probléme déja résolu

Comme ¢ = h;/sin &, nous connaissons a, c et 8 et nous savons déja
comment résoudre ce probléeme (voir exercice 32).

Discussion: le probléme posséde 0, 1 ou 2 solutions.
Exercice 58)
Méthode du probléme déja résolu

Comme ¢ = hy/sina, nous connaissons a, c et 5. et nous savons déja
comment résoudre ce probléme (voir exercice 31).

Discussion: le probléme posséde 0 ou au moins une solution.
Exercice 59)
Méthode du probléme déja résolu

Comme h,, 8, et t, forment un datum, nous connaissons a, h, et s, et
nous savons déja comment résoudre ce probléme (voir exercice 54).

Discussion: le probléme posséde 0 ou 1 solution.

Pour montrer que h,, s, et t, forment un datum, nous écrivons (voir

figure 46):
L
= =gt (*)

ol1 I’équation (+) est une relation bien connue dans un triangle rectangle.

]

n::ral =t

-

:’ul =t
| -

Pour obtenir s, géométriquement, nous construisons la figure 46.

T,

Hg

Figure 46
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Exercice 60)
Méthode algébrique

Noue commengons par écrire le systéme d’équations non linéaires sui-
vant:

bsina
°= Gnp ()
ha
c= ;in_ﬂ— (*x)
4a®c2sin? 8/2 ] S b P
_(;f)ff_ = =’ p/2= oot Gag)
b = a? 4 ¢? — 2accos . (%)

Avec le systéme (#)—(##*x) et sachant que

cosf = 1— 2sin? 8/2
sin’? B = 4sin? §/2(1 — sin® 8/2),

nous obtenons

habsina 2 habsi 2
4[1‘ (:,,(bsi:a—h,)) ](u(bsinj:n—aha)) P

i 2
=bzsin?a+h3-2h,bsina[2(ﬁh_)) _1]. @)
a

Comme sina, h, et {3 sont connus, nous pouvons résoudre (1) avec
Mathematica pour obtenir b.

Si P’équation (f) n’a pas de racine positive, le probleme est impossible
il n’y a pas de triangle qui satisfait aux conditions du probléme).
P

Avec a, bet h, connus, nous savons déja comment résoudre ce probleme
(voir exercice 20).

Exercice 61)
Méthode du probleme déja résolu

Comme ¢ = h;/ sin a, nous connaissons a, ¢ et {, et nous savons déja
comment résoudre ce probléme (voir exercice 35).

Discussion: le probléme posséde 0, 1 ou 2 solutions.
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Exercice 62)
Méthode du probléme déja résolu

Comme ¢ = hp/ sin a, nous connaissons a, ¢ et t; et nous savons déja
comment résoudre ce probléeme (voir exercice 37).

Discussion: le probléme posséde 0, 1 ou 2 solutions.
Exercice 63)
Méthode du probleme déja résolu

Comme ¢ = hy/sin &, nous connaissons a, c et . et nous savons déja
comment résoudre ce probléme (voir exercice 36).

Exercice 64)
Méthode du probléme déja résolu

Comme a = 2Rsin o, nous connaissons a, a et h, et nous savons déja
comment résoudre ce probléme (voir exercice 18).

Discussion: le probléeme posséde 0 ou 1 solution.
Exercice 65)
Méthode du probléme déja résolu
Comme a = 2Rsina et ¢ = hy/sina, nous connaissons a, a, ¢, h
et R et nous savons déja comment résoudre ce probléeme. Avec a, a et ¢
nous retrouvons l’exercice 16; avec a, a et h;, 'exercice 19; avec a, c et R,

I’exercice 39; avec a, ¢ et hy, 'exercice 130; avec a, c et R, 'exercice 137.
Finalement, avec a, h; et R, I’exercice 159.

Discussion: le probléeme posséde 0, 1 ou 2 solutions.
Exercice 66)
Méthode de la figure auxiliaire
Le probléme est résolu si nous pouvons construire le cercle (figure auxi-

liaire) qui passe par les points B, C, I et I, (voir figure 48). Par conséquent,
nous commengons notre solution avec le théoréme suivant (voir [1], p. 80):
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Théoréme 8: Les longueurs r, r;, h;, i = a,b,c forment un datum.

Démonstration:

Démontrons que r, rq, h, forment un datum. Nous savons déja (voir
théoréme 6) que

h
25 =ahy=2r =5 p= 62: (%)
2S =ah, =2(p—a)r, (%)
En remplagant la valeur de p donnée par (x) dans (*#+), on obtient
ha 2rr,
ahq = 2a( 32 ~ 1)r, =h=—"". u (+4%)
De fagon similaire, nous démontrons que
-
Ty —r
- 2rr, .
re—r
De (**x), nous tirons que
i rh,
4T e = 0p
ou
ha=2r h,
r

ie., le rayon (segment) r, est la quatriéme proportionnelle entre les seg-
ments h, — 2r, r et h,.

Pour obtenir le rayon r,, nous faisons la construction suivante (voir
figure 47):
i) construire deux droites s et t formant un angle avec sommet
O ot O = 30° (0° < O < 45°);
ii) placer X € s tel que OX = h, — 2r;
iii) placer Y € t tel que OY = r et soit u la droite définie par les
points X et Y;

iv) placer V € s tel que XV = h, et soit v la droite paralléle a la
droite u telle que V € v. Soit W le point d’intersection de v
ett,ie, Wetnuo.

Nous pouvons écrire

I

S
39
=

Par conséquent,
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Figure 47

Ayant obtenu le rayon r,, nous pouvons construire A ABC. Une ana-
lyse de la figure 48 nous montrera que les points B, C, I et I, appartiennent
a un méme cercle. D’oll la construction qui suit (voir figure 48):

i) construire l'angle o de sommet A et tracer sa bissectrice
intérieure (droite u);
ii) en utilisant r et r,, placer I et I, sur u;
ili) construire I’arc capable (¢) de I'angle droit sur le segment I1,;

iv) si & est la droite du coté “gauche” de 1’angle o et ¢, celle du
coté “droit”, alors BE sNg et CELN ¢.

Discussion: le probléme posséde 0 ou 1 solution (noter que les triangles
AB'C’ et ABC sont congruents).

Exercice 67)
Méthode du probléeme déja résolu

Comme ¢ = hy/sina, nous connaissons a, ¢ et r et nous savons déja
comment résoudre ce probleme (voir exercice 41).

Discussion: le probléme posséde 0 ou 1 solution.
Exercice 68)
Méthode du probléeme déja résolu
Comme r, r4, h, forment un datum, nous connaissons a, r et r, et

nous savons déja comment résoudre ce probléme (voir exercice 66).

Pour obtenir r, nous écrivons
2ra + h, ha

Yo r’

i.e., lerayon (segment) r est la quatriéme proportionnelle entre les segments
2r, + hg, r4 et h, et il peut étre facilement construit (voir figure 47).

Discussion: le probléme posséde 0 ou 1 solution.
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Figure 48

Exercice 69)
Méthode de la figure auxiliaire
Le probléme est résolu si nous pouvons construire le cercle (figure auxi-

liaire) qui passe par les points B, C, I; et I, (voir figure 49). Par conséquent,
nous commengons notre solution avec le théoréme suivant (voir [1], p. 81):
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Théoréme 9: Les longueurs h,, ry, r. forment un datum,
Démonstration:

Nous savons déja (voir théoréme 6) que

2S =ahs, =2(p—b)ry => ah,=(a+c—b)ry (*)
2S=ah, =2(p—¢)r. = ahy,=(a+b—c)r, (*+)
Nous pouvons écrire (*) et (**) comme
(ha — m)a = (c—b)ry ha—1s _ T
(re = ha)a = (c — b)re fe—hy T
Donce,
2ryr,
hy = ——. | | (xx%)

L ry+ e

De fagon similaire, nous démontrons que
2r,re
ﬂl*'rcl
2rary
Tat1m

hy =
h.=

De (**#), nous tirons que

hcrb

B= 2ry — hq

ou
2ry — h, s
hq Te

i.e., le rayon (segment) r. est la quatriéme proportionnelle entre les seg-
ments 2ry — h,, h, et ry et il peut étre facilement construit (voir figure 47).

Ayant obtenu le rayon r., nous pouvons construire A ABC. Une ana-
lyse de la figure 49 nous montrera que les points B, C, I; et I, appartiennent
a un méme cercle. D’oul la construction qui suit (voir figure 49):

i) construire I'angle a de sommet A et tracer sa bissectrice
extérieure (droite u);
ii) en utilisant ry et r., placer Ij et I, sur u;
iii) construire 'arc capable (¢) de ’angle droit sur le segment I 1;

iv) si s est la droite du c6té “gauche” de l'angle a et t, celle du
coté “droit”, alors B€sNget C €t Né.

Discussion: le probléme posséde 0 ou 1 solution.
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Figure 49

Exercice 70)

Méthode du probleme déja résolu

Comme ¢ = hy/sin a, nous connaissons a, ¢ et r, et nous savons déja
comment résoudre ce probléme (voir exercice 44).

Discussion: le probleme posséde 0 ou 1 solution.
Exercice 71)
Méthode du probleme déja résolu

Comme ¢ = hy/sin a, nous connaissons a, ¢ et r, et nous savons déja
comment résoudre ce probléme (voir exercice 46).

Discussion: le probléme posséde 0 ou 1 solution.
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Exercice 72)
Méthode du probléme déja résolu

Comme ¢ = h;/ sin a, nous connaissons a, ¢ et r. et nous savons déja
comment résoudre ce probléme (voir exercice 45).

Discussion: le probléme posséde 0 ou 1 solution.
Exercice 73)
Méthode de I'intersection de deux lieux géométriques

Soit G le point commun des trois médianes du triangle (centre de gravité
ou barycentre du triangle). Alors BG = }2m;. Une analyse de la figure 50
nous montre que le point A; posséde deux propriétés:

i) sa distance au point G vaut 32m,;
ii) il appartient & I’arc capable (¢;) de I'angle a sur le segment
BM,.
D’oli la construction qui suit (voir figure 50):
i) sur une droite r quelconque, placer les points B et M, tels que
BM, = m;. Placer GS sur BM, tel que BG = 12my;
ii) construire ¢; (I'arc capable de I’angle a sur le segment BM,);

iii) du point G, avec une ouverture de compas égale a %2mﬂ, cons-
truire un arc de cercle (¢2) et A; (A3z) € ¢1 N ¢3;

iv) si s (1) est la droite définie par les points A; (A3) et My, placer
C; (Cz) sur s (t) tel que M C;, (M;Cz) = MyA, (M;A:).

Discussion: le probleme posséde 0, 1 ou 2 (A A;BC; et AA,;BC,)
solutions.

§ Nous ne montrons pas comment partager un segment XY en n parties égales
parce que nous allons supposer que le lecteur sait résoudre ce probléme; sinon
sa solution peut étre vue dans [26], [28] et [31], par exemple.
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C,

Figure 50

Exercice T4)

Méthode de I'intersection de deux lieux géométriques

Soit ¢, I’arc capable de I’angle « sur le segment BM;. Nous savons que
le point C est le symétrique du point A par rapport au point M;. Donc, si
| représente I'image de la symétrie de ¢, par rapport au point M, nous
avons deux propriétés pour le point C:
i) sa distance au point G vaut 12m,;
ii) il appartient a ¢{.
D'ol la construction qui suit (voir figure 51):
i) sur une droite r quelconque, placer les points B et M; tels que
BM, = m,;. Placer G sur BM; tel que BG = %21115;
ii) construire ¢; et ¢};
iii) du point G, avec une ouverture de compas égale & $2m,, cons-
truire un arc de cercle (¢3) et C;(C3) € ¢] N2;
iv) si s(t) est la droite définie par les points Cy (C3) et M}, alors
AI (Az) € 8(() n ¢1.
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Discussion: le probléme posséde 0, 1 ou 2 (A A;BC; et A A3BC;)
solutions.

A,

As é1

Figure 51

Exercice 75)
Méthode de la figure auxiliaire

Nous commengons par écrire le systéme d’équations non linéaires sui-
vant:

a’ =b% 4+ — 2bccosa (%)
a® = 26% 4 2¢% —4m? (x%)
2bccosaf2 _ (b+c)sa
“hde =TT be = 2cos a2 f#e2)

Avec (*) et (**) nous obtenons

4m?2 = (b+¢)? — 2(1 — cos @)be. (##%%)
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Avec la valeur de bc donnée par (###) et sachant que 1— cos a = 2sin? a/2,
nous récrivons (*++#), obtenant

sin? a/2
® cosa/2

(b+c)® —2s (b+c)—4m; = 0. ®

Nous prenons la racine positive de (1):

sin” a /2 2 \/ 2 2
b+c= s, aholt +cosn/2 (-2-3.,8111 0/2) +(mcosa/2)

- et le segment b + ¢ est connu.

Essayons de profiter de cette nouvelle donnée. Avec un peu d’expérience
et d'inspiration, nous pensons au point M, pied de la perpendiculaire menée
par le point M, (voir figure 52) sur la bissectrice intérieure (droite u) de
'angle o (i.e., M est la projection du point M, sur la droite u). Comme
M, est le point milieu du segment BC, M est le point milieu de B’ et C’,
projections de B et C sur u. Par conséquent, comme un calcul facile peut
le montrer,

am = rclesal? (t)

En remplacant la valcur de b + ¢ donnée par (1) dans (1), nous obtenons

AM = %sa sin a/2 + \/(%3. sin? 0/2)2 + (ma 1:{:':30:/2)2 ()

et le segment A M peut étre construit! Comme le segment A M, est connu,
nous pouvons construire A AM M, (figure auxiliaire) et notre probléme est
résolu parce que nous connaissons aussi le point S,. D’ou la construction
qui suit (voir figure 52):
i) construire 'angle o de sommet A et tracer sa bissectrice
intéricure (droite u). Placer S, sur u tel que AS, = s,;

ii) construire AM = m), en utilisant (§). Placer M sur u tel que
AM = m/,. Par le point M ainsi obtenu, tracer la droite v
telle que v L u;

iii) du point A, avec une ouverture de compas égale & m,, cons-
truire un arc de cercle (¢) et M, (M) €vn¢;

iv) si r est la droite définie par les points M, et S, s celle du
coté “gauche” de I'angle a et ¢, celle du coté “droit”, alors
Bernset Cernt.

Discussion: le probléme posséde 0 ou 1 solution (noter que le triangle
qui serait obtenu avec M/ est congruent & celui généré par M,).

Observation: pour plus de détails sur la construction de AM, voir [8];
pour en savoir plus sur ce probléme et connaitre d’autres solutions, voir [9].
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Figure 52

Exercice 76)
Méthode algébrique

Nous commengons par écrire le systeme d’équations non linéaires sui-
vant:

Pl -ete pro— (*)
2be i
2(b* + ¢?) —a® = 4m], (++)
ab’c s
ac — (a-'—_;—c')—i = 8.. (*#*}

Comme cosa, m, el s; sont connus, nous pouvons résoudre le systéeme
(#)—(#*%), obtenant ainsi les trois c6tés a, b et ¢ du triangle.

Application numérique: soient @ = Arccos %, = JI@cm et 5=
V3
13
Avec ces valeurs, Mathematica nous donne
a=5cm; b="Tcm; c=8em.

Vérification: le lecteur peut facilement constater que ce triangle satisfait
a toutes les conditions du probléme.



101
Exercice 77)
Méthode algébrique

Nous commengons par écrire le systeme d’équations non linéaires sui-
vant:

a® = b? + c? — 2bccos (%)
4m} = 2(a® + %) — b? (%)
2becos a2 ) 84C
WE TN 3 2ccosaf2 — s, ()
Avec (*) et (**) nous obtenons 4m? = b2 + 4c? — 4bccos a. (#4%4)

Finalement, en remplagant la valeur de b donnée par (*+#) dans (s##%),
nous obtenons
4 _ 88a(2 + cosa) cos a/2c5 (5 + 4 cos a)s? — 16m7 cos? a}2c,
16 cos? o /2 16 cos? ar/2
16m?s, cos a/2c = e .
16 cos? a /2 16cos?a/2 —

+

(1)

Comme cosa, my et s, sont connus, nous pouvons résoudre (1) avec
Mathematica pour obtenir ¢.

Si I’équation (}) n’a pas de racine positive, le probleme est impossible
(il n’y a pas de triangle qui satisfait aux conditions du probléme).

Application numérique: soient o = Arccos -}—:— = cosaf2 = -F‘Jl?, my =
J@cm et 5, = Q‘gcm.

L’équation (}) devient
. gca _ 1163 , i 1204 33712 _
5 300 5 G wmts

Résolvant (}) avec Mathematica, nous obtenons une racine négative
et Lrois racines positives, lesquelles sont montrées ci-bas (avec six chiffres
décimaux exacts):

c

0. #)

56 .
15— 56/1:1

c2 = 4,7684129cm = by = 17,1987498 cm et a; = 13,7717369cm

€1 = 2,4469698cm — b = 0

ca=8cm = by3=Tcmet azg=5cm.
Vérification: le lecteur peut facilement constater que les deux triangles

dont les c6tés sont (az, by, c2) et (as, bs, c3) satisfont & toutes les conditions
du probléme.
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Exercice 78)
Méthode algébrique

Nous commengons par écrire le systéme d’équations non linéaires sui-
vant:

I W
T =coso (*)
2a? 4 ¢*) — b® =4m} (*+)
ab?c

ac— m = 83. (#**)

Comme cosa, my et s, sont connus, nous pouvons résoudre le systeme
(#)—(++#), obtenant ainsi les trois cotés a, b et ¢ du triangle.

Application numeérique: soient a = Arccos ﬁ, my = 1—‘,/Tacrn et 8 =

40y/3
23 em.

Avec ces valeurs, Mathematica nous donne
a=5cm; b="Tcm; c=8cm.

Vérification: le lecteur peut facilement constater que ce triangle satisfait
a toutes les conditions du probléme.

Exercice 79)
Méthode algébrique

Nous commencons par écrire le systéme d’équations non linéaires sui-
vant:

b2 4 ¢ — q?
== cos o ()
2(a? + ¢?) — b* = 4m} (%+)
2
ab— '(';a:_c_b)i = 83. (#%x)

Comme cosa, mp et s. sont connus, nous pouvons résoudre le systéme
(*)—(*#x), obtenant ainsi les trois cotés a, b et ¢ du triangle.

Application numérique: soient @ = Arccos %, my = '-\‘%E cm et 5, =
543& cm.
Avec ces valeurs, Mathematica nous donne
a=5cm; b= Tcm; c¢=8cm.

Vérification: le lecteur peut facilement constater que ce triangle satisfait
a toutes les conditions du probléme.
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Exercice 80)
Méthode de la figure auxiliaire

Nous commengons par écrire le systeme d'équations non linéaires sui-
vant oll, sans perte de généralité, nous supposons que b > ¢:

a® = b 4 ¢? — 2bccos (*)
a® = 2(b* + ) — 4m3 (++)
2bcsin af2 (b—c)ta
e g AL 2sina/2’ ()

Avec (*) et (¥x) et sachant que cosa = 1 — 2sin? o/2, nous obtenons
m?2 = (b— c)? + 4bccos? a /2. (#%+%)
Avec la valeur de be donnée par (**+) nous récrivons (#*+x), obtenant

cos? a /2

Sna/2

Nous prenons la racine positive de (t):

b-c)l+ 2!.. (b—c)—4m2 = 0. 1)

2
sin /2

cos? a2
sina/2

‘/(%tﬂ cos? 0/2)2 + (mgsin 0/2)2 —1,

et le segment b — ¢ est connu.

Essayons de profiter de cette nouvelle donnée. Avec ’expérience ac-
quise en résolvant le probléme 75, nous pensons au point M, pied de la
perpendiculaire menée par le point M, (voir figure 53) sur la bissectrice
extérieure (droite u) de I’angle o (i.e., M est la projection du point M, sur
la droite u). Comme M, est le point milieu du segment BC, M est le point
milieu de B’ et C', projections de B et C sur u. Par conséquent, comme
un calcul facile peut le montrer,

AM = M%“” 1)

En remplagant la valeur de b — ¢ donnée par (1) dans (1), nous obtenons

AM = J(%t, cos? 0/2)2+ (mq sin t:r/?)2 - %tn cos® a /2 (%)

et le segment AM peut étre construit! Comme le segment A M, est connu,
nous pouvons construire A AM M, (figure auxiliaire) et notre probléeme est
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résolu parce que nous connaissons aussi le point T,. D’ou la construction
qui suit (voir figure 53):
i) construire l'angle @ de sommet A et tracer sa bissectrice
extérieure (droite u). Placer T, sur u tel que AT, =t,;

ii) construire AM = m/, en utilisant (§). Placer M sur u tel que
AM = m!. Par le point M ainsi obtenu, tracer la droite v
telle que v L u;

iii) du point A, avec une ouverture de compas égale & m,, cons-
truire un arc de cercle (@) et M, € vN ¢;

iv) si r est la droite définie par les points M, et T,, s celle du
coté “gauche” de l'angle o et 2, celle du c6té “droit”, alors
Bernset Cernt.

Discussion: le probléme posséde 0 ou 1 solution.

Observation: ce probléme nous montre que, dans tout triangle,

m; 2 8, i=a,bec.
Ainsi,
mg> 8, et my =8, <= b=g¢, i.e.,le triangle est isocéle.

C!

Figure 53
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Exercice 81)
Méthode algébrique

Nous commengons par écrire le systeme d’équations non linéaires sui-
vant:

b 4 ¢? — a?
e )
2(Il2 + c’) —al= 4m3 (%#)
ac[(=2=)*-1] = 4}. ()

Comme cosa, m, et { sont connus, nous pouvons résoudre le systéme
(*)—(**+), obtenant ainsi les trois cotés a, b et ¢ du triangle.

Application numérique: soient @ = Arccos -}-}, My = Jzﬁcm et &, =
3 cin.

Avec ces valeurs, Mathematica nous donne

a= 5cm; b=Tcm: c=8cm.

Vérification: le lecteur peut facilement constater que ce triangle satisfait
a toutes les conditions du probléme.

Exercice 82)
Méthode algébrique

Nous commencons par écrire le systéme d’équations non linéaires sui-
vant, ol nous supposons d’abord que ¢ > b:

a? = b% + ¢? — 2bccos ()

4m? = 2(a® + ¢*) - b? (+%)
2bcsin o /2 tac

T c-b T 2csinaf2 41, (#%%)

Avec le systéme (x)—(***), nous pouvons montrer que nous devons trouver
les racines de 1’équation

. te(2 —cosa),/ l_c;mcs 7 (5—4cosa)t?/8 — m3(1— 1:&::6();)‘:2 %

c
1 —cosa 1 —-cosa

it flo2e g

I-—cosa = 2(1 — cosa) -

(1)
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Comme cosa, my et t, sont connus, nous pouvons résoudre (f) avec
Mathematica pour obtenir c.

Si I’équation (}) n’a pas de racine réelle, le probléme est impossible
(il n’y a pas de triangle qui satisfait aux conditions du probléme).

Nous devons maintenant supposer que b > c. Dans ce cas,

tac

y= ta — 2csina /2

et ’équation dont nous devons trouver les racines devient

2 ta(2 — cos @)/ =P (5—4cosa)t?/8 — mi(1—cosa) ,
c - cs+ c" +
l1—cosa 1—cosa
+2m§t. .l:‘.;ﬂ.ﬁ mfti

1-cosa t:_—2(1—-‘.'1'113«1:)=0' )

Comme cosa, m, et t, sont connus, nous pouvons résoudre (}) avec
Mathematica pour obtenir c. Cependant, comme les coefficients de ¢*
et ¢ dans (1) et (1) sont symétriques et ceux de c*, c? et c® (le terme
indépendant) sont égaux, les racines de () et (1) sont symétriques. Donc,
nous n’avons pas besoin de résoudre (1).

Application numérique: soient o = Arccos{-} = l=cmse — & m, =
3"1—_23 cm et 1 = 8v/2]1 em.

L’équation (}) devient

c* +68c° + @.—.’ —3612c — 101136 = 0. ®)
Résolvant (§) avec Mathematica, nous obtenons une racine positive et
une racine négative (racine positive de (1)), lesquelles sont montrées ci-bas

(avec six chiffres décimaux exacts):

tacl

= 8cm — bl:ml_ﬁim

=Tcmet a; =5cm

f.lCz

ch = —8,76 1 = - tb by = ———
A ,763984 1cm = ¢3 chetb>ec = by to—2c;sma)2

c;= 8,7639841cm =—> by = 10,390019 2cm et az = 6,4551399 cm.

Vérification: le lecteur peut facilement constater que les deux triangles
satisfont & toutes les conditions du probléme.
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Exercice 83)
Méthode algébrique

Nous commengons par écrire le systéme d’équations non linéaires sui-
vant:

Fae —at cos & (*)
2bc

2(a® + ) — b? = 4m} (**)

= tf. (%%x)

Comme cosa, m; et 3 sont connus, nous pouvons résoudre le systeme
(*)—(##*%), obtenant ainsi les trois cotés a, b et ¢ du triangle.

Application numérique: soient a = Arccos } T' my = ﬂcm et i) =
-§-cm.
Avec ces valeurs, Mathematica nous donne

a= Hcm; b= Tcm; c=8cm.

Vérification: le lecteur peut facilement constater que ce triangle satisfait
a toutes les conditions du probléme.

Exercice 84)
Méthode algébrique

Nous commengons par écrire le systéme d’équations non linéaires sui-
vant:

b2+ c?—a? e
2be = (*)
2(a® + ¢*) - b* = 4m} (++)
)2 - ]] = ti. (#%x)

Comme cosa, my et . sont connus, nous pouvons résoudre le systéme
(*)-(#=*x), obtenant ainsi les trois cotés a, b et ¢ du triangle.

Application numérique: soient &« = Arccos %, my = cnet I, =

5v21 cm.

Avec ces valeurs, Mathematica nous donne

129
2

a= dcm; b=Tcm; c= 8cm.

Vérification: le lecteur peut facilement constater que ce triangle satisfait
a toutes les conditions du probléme.
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Exercice 85)
Méthode du probléme déja résolu

Comme a = 2Rsin a, nous connaissons a, @ et m, et nous savons déja
comment résoudre ce probléeme (voir exercice 23).

Discussion: le probléme posséde 0 ou 1 solution.
Exercice 86)
Méthode du probléme déja résolu

Comme a = 2R sin a, nous connaissons &, a et m; et nous savons déja
comment résoudre ce probléme (voir exercice 24).

Discussion: le probléme posséde 0, 1 ou 2 solutions.
Exercice 87)
Méthode du probléme déja résolu

Nous commengons par écrire le systeme d’équations non linéaires sui-
vant:

a® = b? + ¢® — 2bccos o (*)
2(b2 + ¢*) — a? = 4m? (++)
r 2r

= =>b+c-l-—-+a (#2%)
p—a b+c—a " tana/2

tana/2 =

Avec le systéme (*)—(***), nous pouvons montrer que nous devons trouver
les racines de |’équation

a+8
no l—cosa

~4m3 =0 )

cos a cosa
a? + 8r— —r?
i

et le segment a peut étre construit! (voir exercices 28 et 33, [1] et [12]).
Nous connaissons alors @, a et m, et nous savons déja comment résoudre
ce probléme (voir exercice 23).

Une analyse de 1'équation () nous dira que cette équation posséde au
moins une racine négative (il y a deux cas & considérer: cosa > 0 et
cosa < 0). Par conséquent, nous avons la discussion suivante:

Discussion: le probléme posséde 0 ou 1 solution.
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Exercice 88)
Méthode algébrique

Nous commengons par écrire le systéme d'équations non linéaires sui-
vant:

a®=b% 4 ¢ — Qecosa (*)
2 5.2 2
2a® +c?) - b =4mf = o’ = ——-—b 282+ il (++)
2r 2r

tana/2 = =ta’= (6 +c— m)z- (#%%)

p-a= b+c—a

Avec le systéme (#)—(*%*), nous pouvons montrer que nous devons trouver
les racines positives de deux polynémes du quatrieme degré en c:

b? — 2¢? 4 4m} )
C o 5 =
= 2 (b+c tan a/2) ' M

oul nous devons considérer deux valeurs pour b:

by = 2(ccosa — {/m? — ¢?sin’ a)
by = 2(ccosa + /m} — c?sin’ a).

Comme cosa, mp et r sont connus, nous pouvons résoudre (1) avec
Mathematica pour obtenir c.

Si I’équation (}) n’a pas de racine positive, le probléeme est impossible
(il n’y a pas de triangle qui satisfait aux conditions du probléme).

Application numérique: soient a = Arccos % = tana/f2 = Jés, my =

)/g—ﬁcmetrz\/icm.

Avec ces valeurs (et b = b;), Mathematica nous donne

a = 5cm; b=T7cm; c= 8cm.

Veérification: le lecteur peut facilement constater que ce triangle satisfait
a toutes les conditions du probléme.
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Exercice 89)
Méthode du probleme déja résolu

Nous commengons par écrire le systéme d’équations non linéaires sui-
vant:

a?=b+c* —2bccos o (*)

2(6% + ¢?) — a® = 4m? (*#)
R > 2r, _

tana/2 = S -a+b+c=>b+c_t&na/2 a. (%)

Avec le systéme (¥)—(**x), nous pouvons montrer que nous devons trouver
les racines de 1’équation

2 _ g, COBQ cosa 5 . g _
LB e e s =0 )

et le segment a peut étre construit! (voir exercices 28 et 33, [1] et [12]).
Nous connaissons alors «, a et m, et nous savons déja comment résoudre
ce probléme (voir exercice 23).

Exercice 90)
Méthode algébrique

Nous commengons par écrire le systéme d’équations non linéaires sui-
vant:

b2 o) c? - 02

-—2b'—c— = CoO8sOx (t)
2(b? 4 ¢?) — a? = 4m2 (+%)

02 +c2 - bz

— . T e (1)

N 14 cospf
a+b+c_m—2r”f————l_mﬁ. (1)

Avec (1) et (1) nous obtenons

?—:%-_jig;(a+b+c)= 2ry. (+%x)

Comme cosa, m, et rp sont connus, nous pouvons résoudre le systeme
(#)—(##+*), obtenant ainsi les trois cotés a, b et ¢ du triangle.
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Application numérique: soient a = Arccos H, my, = 3@ cm et ry =
EQ@ cm.
Avec ces valeurs, Mathematica nous donne

a=5cm; b=Tcm; c=8cm.

Vérification: le lecteur peut facilement constater que ce triangle satisfait
a toutes les conditions du probléme,

* Exercice 91)
Méthode algébrique

Nous commengons par écrire le systéme d’équations non linéaires sui-
vant:
b? + c? —a?
2bc
2(a® +c?) - b? = 4m} (+%)

atbc=2frtome, (ons)
1l —cosa

Comme cosa, m; et r, sont connus, nous pouvons résoudre le systéme
(#)~(+++), obtenant ainsi les trois cotés a, b et c du triangle.

= cosa (*)

Application numérique: soient o = Arccos 11, my = J@cm et g =
2v/3 cm.

Avec ces valeurs, Mathematica nous donne
a=5cm; b="Tcm; ¢=8cm.

Vérification: le lecteur peut facilement constater que ce triangle satisfait
a toutes les conditions du probléme.

Exercice 92)
Méthode algébrique

Nous commengons par écrire le systéeme d’équations non linéaires sui-
vant:

b + ¢? — a? o %)

—— *
2be

2(a® + ¢?) — b? = 4m? (*%)

"?:;S—g——al);:(a-'-b-'.c) = 2. (%)



112

Comme cosa, mj et r sont connus, nous pouvons résoudre le systéme
(*)—(*#x), obtenant ainsi les trois cotés a, b et c du triangle.

Application numérique: soient a = Arccos i‘, my = JICT"'E-:m et ry =

1943 ¢,

3
Avec ces valeurs, Mathematica nous donne
a = 5cm; b= Tcm; c=8cm.

Vérification: le lecteur peut facilement constater que ce triangle satisfait
i toutes les conditions du probléme.

Exercice 93)
Méthode algébrique

Nous commengons par écrire le systeme d’équations non linéaires sui-
vant:
¥ + 2 — g?
2be
2(a® + ¢?) = b* = 4m} (%)

”(a_;%’-_c’( a+b+e)=2r.. (#*%)

Comme cosa, m; et r. sont connus, nous pouvons résoudre le systeme
(#)—(»**), obtenant ainsi les trois cotés a, b et ¢ du triangle.

= cosa (*)

Application numeérique: soient & = Arccos :1, my = 1ﬁ2—2-_—§cm et 7. =
5v3 cm.

Avec ces valeurs, Mathematica nous donne
a=5cm; b=Tcm; c=8cm.

Vérification: le lecteur peut facilement constater que ce triangle satisfait
a toutes les conditions du probléme.

Exercice 94)
Méthode algébrique

Nous commengons par écrire le systeme d’équations non linéaires sui-
vant:

v +2c:c—a = cosa (*)
[1_(b:-c) ]bc: 33 (*+)
b

[l— (a+c)2]nc= si. (#+#)
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Comme cosa, 8, el 5, sont connus, nous pouvons résoudre le systéme ()-
(*+#), obtenant ainsi les trois cotés a, b et c du triangle.

Application numérique: soient a = Arccos %, "l — %ﬁcm et 55 =

40
48 em.

Avec ces valeurs, Mathematica nous donne

a=5cm; b=Tcm; c= 8cm.

Vérification: le lecteur peut facilement constater que ce triangle satisfait
a toutes les conditions du probléme.

Exercice 95)
Méthode algébrique

Nous commengons par écrire le systeme d'équations non linéaires sui-
vant:

b’_+_t_::‘:—_a’ =cosa (%)
,:'2[;4.'2 -

[l—(a-{—c) ]ac—s; (%)

[1 - (a :_ 6)2] ab = 33. (#%2)

Comme cos a, 8p et 5. sont connus, nous pouvons résoudre le systéme (+)-
(*#*#), obtenant ainsi les trois c6tés a, b et ¢ du triangle.

Application numérique: soient a = Arccos 1t, 5, =

14’
57 om.
3
Avec ces valeurs, Mathematica nous donne

a = 5cm; b=T7cm; c=8cm.

Vérification: le lecteur peut facilement constater que ce triangle satisfait
a toutes les conditions du probléme.

Exercice 96)
Méthode du probleme déja résolu

Comme hg,, s, et t, forment un datum, nous connaissons a, h, et 5, et
nous savons déja comment résoudre ce probléme (voir exercices 54 et 59).

Discussion: le probléme posséde 0 ou 1 solution.
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Exercice 97)
Méthode algébrique

Nous commengons par écrire le systéme d’équations non linéaires sui-
vant:

b? + c? — a?
- )
a X
- () -
[(c f a)2 - 1] ac= tf. (#%%)

Comme cog @, 8, et #; sont connus, nous pouvons résoudre le systéme (*)-

(**%), obtenant ainsi les trois cotés a, b et ¢ du triangle.
Application numérique: soient a = Arccos 1%, 8, = %cm et 1, =

14
L em.

Avec ces valeurs, Mathematica nous donne
a = Hcm; b=Tcm; c=8cm.

Vérification: le lecteur peut facilement constater que ce triangle satisfait
a toutes les conditions du probléme.

Exercice 98)
Méthode algébrique

Nous commengons par écrire le systéme d’équations non linéaires sui-

vant: B4l
g =R (*)
[1-— (aic)z]ac= BE (»%)
[(cib)z - I]bc:!i. (x*x)

Comme cos a, 53 et {4 sont connus, nous pouvons résoudre le systéme (»)-
(###), obtenant ainsi les trois c6tés a, b et ¢ du triangle.

Application numérique: soient a@ = Arccos i, 55 = %cm et t, =

14’
8v21 cm.
Avec ces valeurs, Mathematica nous donne
a = Hcm; b="Tcm; c=8cm.

Vérification: le lecteur peut facilement constater que ce triangle satisfait
a toutes les conditions du probléme.
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Exercice 99)
Méthode du probléme déja résolu

Comme h,, s; et 13 forment un datum, nous connaissons a, h; et s et
nous savons déja comment résoudre ce probléme (voir exercice 57).

Discussion: le probléme posséde 0, 1 ou 2 solutions.
" Exercice 100)
Méthode algébrique

Nous commencons par écrire le systéme d’équations non linéaires sui-
vant:

0% 4 ¢ -a?

e =cosa (*)
- (s o= »
[(aib)a-llab=ts. (%)

Comme cos a, 53 et t. sont connus, nous pouvons résoudre le systéme (*)-
(*=%), obtenant ainsi les trois c6tés a, b et ¢ du triangle.

Application numérique: soient a = Arccos 15, 8 = -‘%\3@ cm et t, =
5v21 cm.

Avec ces valeurs, Mathematica nous donne

a= Hcm; b=Tcm; c= 8 cm.

Vérification: le lecteur peut facilement constater que ce triangle satisfait
a toutes les conditions du probléme.

Exercice 101)
Méthode du probléme déja résolu

Comme a = 2Rsin @, nous connaissons «, a et s, et nous savons déja
comment résoudre ce probléeme (voir exercice 28).

Discussion: le probléme posséde 0 ou 1 solution.
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Exercice 102)
Méthode du probleme déja résolu

Comme a = 2Rsin a, nous connaissons a, a et s, et nous savons déja
comment résoudre ce probléme (voir exercice 29).

Discussion: le probléme posséde 0, 1 ou 2 solutions.
Exercice 103)
Premier procédé - Méthode de I'intersection de deux lieux géométriques

Le probléme est résolu si nous pouvons construire A IS,T}, ot T} est le
point de tangence du cercle inscrit (¢;) avec le c6té BC. La figure 54 nous
montre qu’un observateur placé en T} voit le segment IS, selon un angle
droit (T} appartient a I’arc capable— ¢, —de I’angle droit sur le segment
IS,). Donc, nous avons deux propriétés pour le point Tj:

i) il appartient a ¢;;
ii) il appartient a ¢,.
D’ot la construction qui suit (voir figure 54):
i) construire I'angle a de sommet A et tracer sa bissectrice
intérieure (droite u);
ii) en utilisant r et s4, placer I et S, sur u;
iii) tracer le cercle inscrit (¢;);

iv) construire 'arc capable (¢3) de ’angle droit sur le segment
1S, et Ty € ¢1 N ¢35

v) si v est la droite définie par les points T; et S,, s celle du coté
“gauche” de ’angle a et t, celle du coté “droit”, alors B € vNs
et Cevnit.

Discussion: le probléme posséde 0 ou 1 solution (noter que le triangle
généré par le point 7] et A ABC sont congruents).

Deuxiéme procédé - Méthode de la figure auxiliaire

Si nous connaissions la position du point I,, nous nous retrouverions
avec un probléme déja résolu (exercice 66). Avec le théoréme 2, nous con-
cluons que les points A et S, sont conjugués harmoniques par rapport aux
points I et I,. Donc, notre probléme maintenant se résume a trouver la
position du point I, sur la bissectrice intérieure de 1’angle a.
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B Saf Th C

Figure 54

Nous avons le probléme: trouver la position d’un quatriéme point qui
forme avec trois autres une division harmonique.

11 y a plusieurs fagons de résoudre ce probléme (voir [1], [12] ou [25], par
exemple). Nous allons présenter ici une construction qui utilise beaucoup
les idées du théoréme 2.

Sur une droite u quelconque, placer les points A, I et S;. Avec le
segment AS, comme diamétre, tracer un cercle. Par le point I, mener
une corde quelconque XY (voir figure 55). A partir du point Y, trouver
le point symétrique (Y') au moyen d’une perpendiculaire YY"’ abaissée sur
AS,. Tracer XY'I,.

Pour justifier que I, est le point demandé, remarquer que XS, est la
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bissectrice intérieure de I'angle X du triangle XTI, et X A est la bissectrice
extérieure.

X
Y!
|
A D! I Sa Iz
Y
Figure 55

Exercice 104)
Méthode du probléme déja résolu

Le probléme est résolu si nous pouvons construire A ABS;. De ce
triangle, nous connaissons un angle (I’angle a), le coté opposé a cet angle
(a = BS, = s3) et la bissectrice intérieure de ce méme angle (s, = Al).
Donc, nous nous retrouvons avec ’exercice 28, déja résolu.

Discussion: le probléme posséde 0 ou 1 solution.
Exercice 105)
Méthode du probleme déja résolu

Procéder comme dans l’exercice 103, avec le point I, a la place de I.

Discussion: le probléme posséde 0 ou 1 solution.
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Exercice 106)
Méthode du probléme déja résolu
Procéder comme dans ’exercice 103, avec le point I & la place de I.
Discussion: le probléme posséde 0 ou 1 solution.
Exercice 107)
| Méthode algébrique

Nous commengons par écrire le systeme d’équations non linéaires sui-
vant:

b2 + ¢? —a?
——iéhc— = cosa (*)
1= (g o= .

fl + cos o
a+b+c-— 2 mﬁl. (##*)

Comme cos a, §3 et r; sont connus, nous pouvons résoudre le systéme (*)-
(###), obtenant ainsi les trois cotés a, b et ¢ du triangle.

s . S - 11 _ 403 =
Application numérique: soient a = Arccos 3, 8 = 5 cmet rg =

23 cm.

Avec ces valeurs, Mathematica nous donne

a=>5cm; b="Tcm; c= 8em.

Vérification: le lecteur peut facilement constater que ce triangle satisfait
a toutes les conditions du probléme.

Exercice 108)
Méthode du probleme déja résolu
Le probléme est résolu si nous pouvons construire A ABS;. De ce
triangle, nous connaissons un angle (l'angle ), le c6té opposé a cet angle

(a = BSy = s) et la bissectrice extérieure de ce méme angle (t, = Al}).
Donc, nous nous retrouvons avec ’exercice 33, déja résolu.

Discussion: le probléme posséde 0 ou 1 solution.
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Exercice 109)
Méthode algébrique

Nous commengons par écrire le systéme d’équations non linéaires sui-
vant:

e Caed S ™)
2be
[l - (#)2] ac = s (%)

v-‘fl—:%’;%‘f—’m b+ c) = 2r.. (s2+)

Comme cos o, s3 et r. sont connus, nous pouvons résoudre le systéeme (#)-
(+#+), obtenant ainsi les trois cdtés a, b et ¢ du triangle.

Application numérique: soient a = Arccos i, 8 = 2 cmet r. =
5v/3 cm.
Avec ces valeurs, Mathematica nous donne
a = 5cm; b="Tcm; c=8cm.

Vérification: le lecteur peut facilement constater que ce triangle satisfait
a toutes les conditions du probléme.

Exercice 110)
Méthode algébrique
Nous commengons par écrire le systéme d’équations non linéaires sui-

vant:
l}z-}-l::z—ﬂ2

2be

(R -
[( : )2— ]ac=1. (+%4)

C— O

= cos (*)

Comme cos a, t, et {; sont connus, nous pouvons résoudre le systéme (#)-
(#%#), obtenant ainsi les trois cotés a, b et ¢ du triangle.

Application numérique: soient o = Arccos -}—i, to = 8v2lecmet t =
40
i-cm.

Avec ces valeurs, Mathematica nous donne
a= jcm; b="T7cm; c=8cm.

Vérification: le lecteur peut facilement constater que ce triangle satisfait
A toutes les conditions du probléme.
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Exercice 111)
Méthode algébrique

Nous commengons par écrire le systéme d’équations non linéaires sui-
vant:

W+ & — a?

i (*)
(G=2)' - Jee=4t 9
T - -

Comme cosa, i et ¢, sont connus, nous pouvons résoudre le systéme (*)-
(*++), obtenant ainsi les trois cétés a, b et ¢ du triangle.

Application numérique: soient a = Arccos%, iy = %cm et f: =
5v/21 em.

Avec ces valeurs, Mathematica nous donne

a = 5cm; b="Tcm; c= 8cm.

Vérification: le lecteur peut facilement constater que ce triangle satisfait
a toutes les conditions du probléme.

Exercice 112)
Méthode du probléme déja résolu

Comme a = 2Rsin o, nous connaissons a, a et t; et nous savons déja
comment résoudre ce probleme (voir exercice 33).

Discussion: le probléeme posséde () ou 1 solution.
Exercice 113)
Méthode du probleme déja résolu

Comme a = 2Rsin a, nous connaissons «, a et {3 et nous savons déja
comment résoudre ce probleme (voir exercice 34).

Discussion: le probléme posséde 0, 1 ou 2 solutions.
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Exercice 114)
Méthode du probléeme déja résolu

Procéder comme dans I’exercice 103, avec le point T, a la place de S,.

Discussion: le probléme posséde 0 ou 1 solution.
Exercice 115)
Méthode algébrique

Nous commengons par écrire le systéme d’équations non linéaires sui-
vant:
b 4+c—-a?
2be
b \2
[( ) - l] ac =1t} (+%)

c—a

—a+b+ec=2 lm‘l’t (aunt)
V1-cosa

Comme cosa, {3 et r sont connus, nous pouvons résoudre le systéme (%)-
(+++), obtenant ainsi les trois cotés a, b et ¢ du triangle.

= cosa ()

Application numérique: soient o = Arccos %, = 1‘5'*"- emet r = +/3cm.
Avec ces valeurs, Mathematica nous donne

a = Scm; b="Tcm; c=8cm.

Vérification: le lecteur peut facilement constater que ce triangle satisfait
a toutes les conditions du probléme.

Exercice 116)
Méthode du probleme déja résolu
Procéder comme dans I’exercice 105, avec le point T, a la place de S,.
Discussion: le probléme posséde 0 ou 1 solution.
Exercice 117)
Méthode du probléeme déja résolu
Procéder comme dans I’exercice 106, avec le point T, & la place de S,.

Discussion: le probléme posséde 0, 1 ou 2 solutions.
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Exercice 118)
Méthode du probleme déja résolu

Le probléme est résolu si nous pouvons construire A ABT;. Nous de-
vons considérer deux possibilités:

i) AlI, est la bissectrice intérieure issue du sommet A;
ii) Al, est la bissectrice extérieure issue du sommet A.

Du triangle du cas i), nous connaissons un angle (I'angle a), le coté
opposé A cet angle (a = BT} = t;) et la bissectrice intérieure de ce méme
angle (s, = AI,). Donc, nous nous retrouvons avec l'exercice 28, déja
résolu.

Du triangle du cas ii), nous connaissons un angle (I’angle 180° — a), le
coté opposé & cet angle (a = BT, = ;) et la bissectrice extérieure de ce
méme angle (2, = Al,). Donc, nous nous retrouvons avec l’exercice 33,
déja résolu.

Ces deux possibilités sont montrées a la figure 56, ol les détails de sa
construction sont laissés pour les exercices 28 et 33. Nous constatons que
A A’BC’ (cas ii)) et A ABC sont congruents. Par conséquent, nous avons
la discussion suivante:

Discussion: le probleme posséde 0 ou 1 solution.

Exercice 119)
Méthode algébrique

Nous commengons par écrire le systéme d’équations non linéaires sui-
vant:

b? +c2 _02
T-_-OOBO (*)

[( : )2 ~1]ac=14 (++)

=ik

\’$(a+b+c) = 2r;. (**%)

Comme cos a, 1}, et ry sont connus, nous pouvons résoudre le systéme (*)-
(#*+), obtenant ainsi les trois cotés a, b et ¢ du triangle.

Application numérique: soient o = Arccos -:-;}, h = %cm et p =
i"’ascm.
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I’
7 T =
Al, /2
Df
Figure 56
Avec ces valeurs, Mathematica nous donne
a = 5cm; b="Tcm; ¢= 8em.

Vérification: le lecteur peut facilement constater que ce triangle satisfait
a toutes les conditions du probleme.

Exercice 120)
Méthode du probléme déja résolu
Le probléme est résolu si nous pouvons construire A ABT;. Nous de-

vons considérer deux possibilités:

i) Al est la bissectrice intérieure issue du sommet A;
ii) Al est la bissectrice extérieure issue du sommet A.

Du triangle du cas i), nous connaissons un angle (I’angle 180° — a), le
coté opposé A cet angle (a = BT} = t;) et la bissectrice intérieure de ce
méme angle (s, = Al). Donc, nous nous retrouvons avec l'exercice 28,
déja résolu.
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Du triangle du cas ii), nous connaissons un angle (I'angle a), le coté
opposé a cet angle (a = BT} = {;) et la bissectrice extérieure de ce méme
angle (i, = AI.;). Donec, nous nous retrouvons avec l'exercice 33, déja
résolu.

Discussion: le probléeme posséde 0 ou 1 solution.
Exercice 121)
Méthode du probléeme déja résolu

Comme a = 2Rsin a, nous connaissons a, a et r et nous savons déja
comment résoudre ce probléme (voir exercice 40).

Discussion: le probléme posséde 0 ou 1 solution.
Exercice 122)
Méthode du probleme déja résolu

Comme a = 2R sin a, nous connaissons a, a et r, et nous savons déja
comment résoudre ce probléeme (voir exercice 42).

Discussion: le probléeme posséde 0 ou 1 solution.

Observation: nous avons le théoréme suivant:

Théoréme 10: Les longueurs a, R et v, — r forment un datum.

Démonstration:

Soit la figure 57. Comme le point D est le point milieu du coté I, du
A 1J1,, nous avons:

DM, + M,E =DE = %?.,_J = %(I.,x,, + XaJ).

_ e - W

Mais M,E = X,J =ret I,X, =r,. Donc: DM, = E(w‘s -r) (*)
et, par conséquent, a, R et r, — r forment un datum. |

Remarquer aussi que nous pouvons écrire 1'équation (*) comme

aay _ . [— sia<90°
2R(12F 1—(&))-"0 ryan {+ si a > 90°

0 = (ra = )R~ (ra — 7))
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I

I

M,

X, B~X_\ X~ © X

Ia

Figure 57

De fagon similaire, nous démontrons que les longueurs b, R, ry — r et
¢, R, r. — r forment un datum.

Nous verrons plus tard des problémes pour lesquels nous pouvons ap-
pliquer ces résultats (voir exercices 218 et 247, par exemple).

Exercice 123)
Méthode du probleme déja résolu

Comme a = 2Rsina, nous connaissons a, a et ry et nous savons déja
comment résoudre ce probleme (voir exercice 43).

Discussion: le probléme posséde 0 ou 1 solution.

Observation: nous avons le théoréme suivant:
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Théoréme 11: Les longueurs a, R el ry + r. forment un datum.
Démonstration:

Soit la figure 57 de I’exercice précédent. Comme le point U est le point
milieu du cété I I. du trapéze I}I. X .X,, nous avons:

1 1
maU = 5 Iiji + chcl o 5(“ + "c) (*)
et, par conséquent, a, R et ry + r. forment un datum. ]

Remarquer aussi que nous pouvons écrire I’équation (*) comme

2R(1:I: 1_(%)2) =R {f :::fgg,

De fagon similaire, nous démontrons que les longueurs b, R, r, + r. et
¢, R, rq + ry forment un datum.

Nous verrons plus tard des problémes pour lesquels nous pouvons ap-
pliquer ces résultats (voir exercices 221 et 250, par exemple).

Observation: avec les résultats des théorémes 10 et 11, nous pouvons
écrire:

DM+ MU=2R=(ra+m+r.—r)/2.
Exercice 124)

Méthode du probleme déja résolu

La solution de ce probléeme fait partie de la solution du probléme 66.

Discussion: le probleme posséde 0 ou 1 solution.
Exercice 125)
Méthode de I'intersection de deux lieux géométriques

Nous pouvons résoudre ce probléme de plusieurs fagons différentes. Une
analyse de la figure 48 justifie la construction suivante:

i) construire 'angle a de sommet A et tracer sa bissectrice
intérieure (droite u) et sa bissectrice extérieure (droite u’);
ii) en utilisant r et ry, placer I sur u et I sur u’;
ili) construire I’arc capable (¢) de ’angle droit sur le segment I1];;

iv) si m est la droite définie par les points I et I, s celle du
coté “gauche” de 'angle a et i, celle du coté “droit”, alors
Bemnset Cetnég.

Discussion: le probléme posséde 0 ou 1 solution.
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Exercice 126)
Méthode de l'intersection de deux lieux géométriques

Nous pouvons résoudre ce probléme de plusieurs fagons différentes. Une
analyse de la figure 48 justifie la construction suivante:

i) construire 'angle o de sommet A et tracer sa bissectrice
intérieure (droite u) et sa bissectrice extérieure (droite u');

ii) en utilisant r, et ry, placer I, sur u et I sur u';
iii) construire I’arc capable (¢) de I'angle droit sur le segment I, Iy;

iv) si m est la droite définie par les points I, et I, & celle du cote
“gauche” de I’angle a et t, celle du c6té “droit”, alors B € sN¢
et Cemnt.

Discussion: le probléme posséde 0 ou 1 solution.
Exercice 127)
Méthode du probléme déja résolu

La solution de ce probleme fait partie de la solution du probléeme 69.

Discussion: le probléme posséde 0 ou 1 solution.
Exercice 128)
Méthode de I'intersection de deux lieux géométriques

La figure 58 nous montre que le point A posséde deux propriétés:
i) sa distance au point B vaut ¢;

ii) sa distance au point C vaut b.

D’oii la construction qui suit (voir figure 58):
i) sur une droite r quelconque, placer les points B et C tels que
BC = aq;
ii) du point B, avec une ouverture de compas égale a c, construire
un arc de cercle (¢1);

iii) du point C, avec une ouverture de compas égale & b, construire
un arc de cercle (¢2) et A € ¢ Na.

Discussion: le probléme posséde 0 ou 1 solution.
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b2 &

B C..r

Figure 58

Exercice 129)
Méthode de lintersection de deux lieux géométriques

La figure 59 nous montre que le point A posséde deux propriétés:
i) sa distance au point C vaut b;

ii) sa distance a la droite r vaut h,.

D’ol la construction qui suit (voir figure 59):
i) sur une droite r quelconque, placer les points B et C tels que
BC = a;
il) tracer la droite s paralléle a la droite r et distante de celle-ci
d’une longueur h,;

iii) du point C, avec une ouverture de compas égale a b, construire
un arc de cercle (¢) et A € ¢ N s.

Discussion: le probléme posséde 0, 1 ou 2 (A A;BC et A A;BC) solu-
tions.

Exercice 130)
Méthode de la figure auxiliaire

La figure 60 nous montre que le point H, posséde deux propriétés:
i) sa distance au point C vaut h;

i) un observateur placé en H. voit le segment BC selon un angle
droit (H. appartient a 1’arc capable—¢; —de 'angle droit sur
le segment BC).
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¢
- /\ o
8
ha
"B C

Figure 59

D’otl la construction qui suit (voir figure 60):

i) sur une droite r quelconque, placer les points B et C tels que

BC=a;

ii) construire ¢;;

iii) du point C, avec une ouverture de compas égale a h., cons-

truire un arc de cercle (¢3) et H, € ¢1 N ¢3;

iv) du point C, avec une ouverture de compas égale a b, construire
un arc de cercle (¢3). Sit est la droite définie par les points

B et H,, alors A € ¢3N{L.

Discussion: le probléme posséde 0, 1 ou 2 (A A3 BC et A A;BC) solu-

tions.
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Exercice 131)
Méthode de l'intersection de deux lieux géométriques

La figure 61 nous montre que le point A posséde deux propriétés:
i) sa distance au point C vaut b;
il) sa distance au point M, vaut m,.
D’ou la construction qui suit (voir figure 61):
i) sur une droite r quelconque, placer les points B, M, et C tels
que BC =aet M;B= M,C;

ii) du point C, avec une ouverture de compas égale a b, construire
un arc de cercle (¢1);

ili) du point M,, avec une ouverture de compas égale & m,, cons-
truire un arc de cercle (¢;) et A € ¢; N ¢a.
Discussion: le probléme posséde 0 ou 1 solution.
A

1 é2

B okl n w0 ¥

Figure 61

Exercice 132)
Premier procédé - Méthode de la figure auxiliaire

La figure 62 nous montre que le point M, posséde deux propriétés:
i) sa distance au point C vaut m,;

ii) sa distance au point M, vaut b/2.

D’oti la construction qui suit (voir figure 62):
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i) sur une droite r quelconque, placer les points B, M, et C tels
que BC = a et M,B = M,C;
ii) du point C, avec une ouverture de compas égale & m., cons-
truire un arc de cercle (41);
iii) du point M,, avec une ouverture de compas égale a b/2, cons-
truire un arc de cercle (¢2) et M. € ¢1 N ¢3.

Discussion: le probléme posséde 0 ou 1 solution.

D A

Figure 62

Deuxiéme procédé - Méthode de la figure auxiliaire

Sur la droite définie par les points C et M, de la figure 62, nous cons-
truisons le point D de facon a obtenir CD = 2m.. Par conséquent, le
quadrilatére DBCA est un parallélogramme parce que ses diagonales se
coupent en leur milieu. Done, BD = b et nous pouvons construire ABCD
(figure auxiliaire) parce que nous connaissons les longueurs de ses trois cotés
(voir exercice 128). Ayant construit le point D, le point A est facilement

obtenu étant donné que CA = b et DA =a.
Exercice 133)
Méthode algébrique

Nous savons que

a’be
o= ——r 482,
c {b+c)3+s“

De cette équation, nous tirons que

3 _f; 3 it 3 2 3
¢+ (2b 5 )¢ + (b* — a® — 2s3)c — bs; = 0. (%)
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Comme a, b et s, sont connus, nous pouvons résoudre 1’équation (%),
obtenant ainsi le coté c.
Application numérique: soient a = 5cm, b= Tcmet 8, = JBJ5,’—?4:1'!1.

Avec ces valeurs, I’équation (x) devient

62 680 3136
& + ?l:2 9 c )
et Mathematica nous donne ¢ = 8cm.

Vérification: le lecteur peut facilement constater que ce triangle satisfait
a toutes les conditions du probléme.

Discussion: une analyse de I'équation (*) nous permettra de conclure
que cette équation posséde au plus une racine positive. Donc, le probleme
posséde 0 ou 1 solution.

Exercice 134)

Premier procéde - Méthode algébrique

Nous savons que

42 20&:15:/2 = i (a -2:?8‘-
Comme
cosy = 2cos’y/2 -1,
alors
o= 2[(¢:+b)s=] .

Avec ¢ = a? 4 b — 2abcos ¥, nous obtenons
_ 2 _ l(a+b)s ]
2 \/(a +b) ab ’

Deuxiéme procédé - Méthode de la figure auxiliaire

Soit r la droite qui contient les points B et C. Si nous supposons le
probléeme déja résolu (voir figure 61), nous pouvons mener i partir du
point A la droite v paralléle a la bissectrice intérieure de I'angle v (droite
qui contient les points C et S.), obtenant le point D commun & ces deux
droites (D € rNv). Le probléme est résolu si nous pouvons construire
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A ACD (figure auxiliaire). Une analyse de la figure 61 (avec ces nouveaux
éléments) nous montre que

LACS. = /{CAD comme angles alternes-internes
{BCS. = LCDA comme angles correspondants

Mais ZACS. = LBCS. = 7/2 parce que CS, est la bissectrice intérieure
de l'angle y. Donc LCAD = LCDA et AACD est un triangle isocéle.
Par conséquent, AC = CD = b.

En outre, ABCS, ~ ABDA. Nous pouvons écrire

a ¢

a+b A

et le segment A D peut étre construit puisqu’il est la quatriéme proportion-
nelle entre les segments a, a + b et s..
D’ot1 la construction qui suit:
i) sur une droite r quelconque, placer les points B, C et D tels
que BC=aet CD =1
ii) construire la quatriéme proportionnelle entre les segments a,
a+ b et s, (segment z);

iii) du point C, avec une ouverture de compas égale a b, construire
un arc de cercle (¢1);

iv) du point D, avec une ouverture de compas égale & z, construire
un arc de cercle (¢3) et A € ¢; N¢a.

Discussion: le probléme posséde 0 ou 1 solution.
Exercice 135)
Méthode algébrique

Nous savons que

a’be
o= ———s =2,
N D
De cette équation, nous tirons que
t?
S+ (T‘ — 2b)® + (¥ — a? - 22)c + btZ = 0. (+)

Comme a, b et t, sont connus, nous pouvons résoudre ’équation (%),
obtenant ainsi le coté c.



135

Application numérique: soient a = 5cm, b= 7cm et 1, = 8y/21 cm.
Avec ces valeurs, I’équation (*) devient

¢ + 178¢% — 2664c + 9408 = 0

et Mathematica nous donne ¢; = 8cm et ¢z = 6,121138 0 cm.

Vérification: le lecteur peut facilement constater que ces deux triangles
satisfont a toutes les conditions du probléme.

Discussion: une analyse de 1’équation (%) nous permettra de conclure
que cette équation posséde au plus deux racines positives. Donc, le pro-
bléme possede 0, 1 ou 2 solutions.

Exercice 136)
Premier procédé - Méthode algébrique

Nous savons que

_ 2absiny/2 : _ la—bjt.
1= la =] = siny/2 = 5ab
Comme
cosy = 1 — 2sin’y/2,
alors
' | (a—b)t.1?
oos'y_l—Q[ 2ab ] '

Avec ¢? = a®? + b? — 2ab cos 7, nous obtenons

o= \fia—op+ DT,

Deuxiéme procédé - Méthode de la figure auxiliaire

En suivant le méme raisonnement fait lors de ’exercice 134, les figures
63.1 et 63.2 nous montrent que nous devons considérer deux possibilités:
a>betdh>a.

Si a > b, le probléme est résolu si nous pouvons construire A ACD
(figure auxiliaire). Une analyse de la figure 63.1 nous permet de conclure
que A ACD est isocéle et que CA = CD = b. En outre, AT.BC ~
A ABD. Par conséquent,

a t.

=AD

a—2b

>



136

et nous connaissons les longueurs des trois cotés du A ACD.

Si b > a, le probléeme est résolu si nous pouvons construire ABCD
(figure auxiliaire). Une analyse de la figure 63.2 nous permet de conclure
que ABCD est isocéle et que CB = CD = a. En outre, AAT.C ~

A ABD. Par conséquent,
b c

b-a BD
et nous connaissons les longueurs des trois c6tés du ABCD.

|+

Discussion: le probléme posséde 0 ou 1 solution.

a>b

B D C i

Figure 63.1

Exercice 137)
Méthode du probleme déja résolu

Comme a = 2Rsin a, nous connaissons «, a et b et nous savons déja
comment résoudre ce probleme (voir exercice 16).

Discussion: le probléme posséde 0, 1 ou 2 solutions.
Exercice 138)
Méthode algébrique

Nous savons que

S=pr=+/plp—a)p-b)(p—c), ouc=2p—(a+b).
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b>a
A
D
B C
/ r
T
Figure 63.2
De cette équation, nous tirons que
p® —2(a+ b)p? + (a® + 3ab + b2 + r?)p — ab(a + b) = 0. (*)

Comme a, b et r sont connus, nous pouvons résoudre 1’équation (),
obtenant ainsi le demi-périmétre p et ensuite c.

Application numérique: soient a = 5cm, b= T7cmet r = /3cm.

Avec ces valeurs, ’équation (*) devient
3 2 —
p°—24p” + 182p— 420 =0

et Mathematica nous donne p; = 10cm et p; = 7+ V7. Par conséquent,
c1 = 8cmet ¢z = 2(1 4+ V/7) = 7,291502 6 cm.

Vérification: le lecteur peut facilement constater que ces deux triangles
satisfont a toutes les conditions du probleme.
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Exercice 139)
Méthode algébrique
Nous savons que
S=(p-a)ra=p(p—a)(p-b)(p—c), otc=2p—(a+bd).
De cette équation, nous tirons que
PP —(a+26)p® +[(a+b)b+rilp—ari =0. (*)

Comme a, b et r, sont connus, nous pouvons résoudre I’équation (%),
obtenant ainsi le demi-périmétre p et ensuite c.

Application numérique: soient a = 5em, b=Tcmet r, = 23 em.

Avec ces valeurs, I’équation (*) devient
p®—19p% +96p—60=10

et Mathematica nous donne p; = 10cm et p; = i‘bﬁ. Par conséquent,
¢y =8cmet ca = V57 — 3 =4,5498344 cm.

Vérification: le lecteur peut facilement constater que ces deux triangles
satisfont & toutes les conditions du probléme.

Exercice 140)
Méthode algébrique
Nous savons que

S=(p-c)re=plp—a)lp-b)(p—c), otc=2p—(a+b).

De cette équation, nous tirons que

P - (a+b)p’+(ab+r3]p—(a+b)r'f =10 (*)

Comme a, b et r. sont connus, nous pouvons résoudre I’équation (%),
obtenant ainsi le demi-périmétre p et ensuite c.

Application numérique: soient a =5cm, b=7cmet r. = 5v/3 cm.
Avec ces valeurs, I’équation (*) devient
p° —12p% + 110p— 900 = 0
et Mathematica nous donne p = 10 cm. Par conséquent, ¢ = 8 cm.

Vérification: le lecteur peut facilement constater que ce triangle satisfait
a toutes les conditions du probléme.
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Exercice 141)

Méthode de la figure auxiliaire

Le probléme est résolu si nous construisons A BCH;. La figure 64 nous
montre que le point H; posséde deux propriétés:

i) sa distance au point B vaut hy;

i) un observateur placé en H; voit le segment BC selon un angle
droit (H) appartient & I’arc capable—¢, —de I’angle droit sur
le segment BC).

D’oli la construction qui suit (voir figure 64):
i) sur une droite r quelconque, placer les points B et C tels que
BC = g;
ii) construire ¢;;

iii) du point B, avec une ouverture de compas égale a h;, cons-
truire un arc de cercle (¢3) et Hy, (Hp,) € ¢1 N é2;

iv) tracer la droite s paralléle a la droite r et distante de celle-ci
d’une longueur h,. Si t(u) est la droite définie par les points
C et Hy, (Hy,), alors Ay (A3) € sNt(u).

Discussion: le probléme posséde 0, 1 ou 2 (A A;BC et A A;BC) solu-
tions.

Figure 64
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Exercice 142)
Méthode de la figure auxiliaire

Le probléme est résolu si nous construisons ABCH; et ABCH,. La
figure 64 nous montre que le point Hy (H.) posséde deux propriétés:

i) sa distance au point B (C) vaut hy (h.);

ii) un observateur placé en Hy (H.) voit le segment BC selon
un angle droit (Hy (H.) appartient a P'arc capable—¢; —de
’angle droit sur le segment BC).

D’ou la construction qui suit:

i) sur une droite r quelconque, placer les points B et C tels que
BC =g

ii) construire ¢;;

iii) du point B (C), avec une ouverture de compas égale a h; (hc),
construire un arc de cercle (¢2 (¢3)) et Hy, (Hp,) € ¢1 N2 et
H. € ¢1 N¢s;

iv) Si s est la droite définie par les points B et H, et i(u), celle
définie par C et Hy, (Hs,), alors Aj (A3) € sNt(u).

Discussion: le probléme posséde 0, 1 ou 2 (A A;BC et A A3BC) solu-
tions.

Exercice 143)
Méthode de l'intersection de deux lieux géométriques

La figure 64 nous montre que le point A (A;) posséde deux propriétés:
i) sa distance au point M, vaut m,;

ii) sa distance & la droite r vaut Ag.

D’ou la construction qui suit:
i) sur une droite r quelconque, placer les points B, M, et C tels
que BC =aet M,B = M,C; -

ii) tracer la droite s paralléle a la droite r et distante de celle-ci
d’une longueur h,;

iii) du point M,, avec une ouverture de compas égale a m,, cons-
truire un arc de cercle (¢) et A € $ N s.

Discussion: le probleme posséde 0 ou 1 solution.
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Exercice 144)
Méthode de la figure auxiliaire

Le probléme est résolu si nous construisons A BCM;. La figure 64 nous
montre que le point M} posséde deux propriétés:

i) sa distance au point B vaut m;;

ii) sa distance & la droite r vaut h, /2.

D’ou la construction qui suit:
i) sur une droite r quelconque, placer les points B et C tels que
BC = q;
ii) du point B, avec une ouverture de compas égale & m,, cons-
truire un arc de cercle (¢);

ili) tracer la droite t paralléle a la droite r et distante de celle-
ci d’une longueur h,/2, obtenant ainsi le point M, (M;,)

iv) tracer la droite s paralléle 4 la droite r et distante de celle-ci
d’une longueur h,. Si u (v) est la droite définie par les points
C et My, (My,), alors Aj (Az) € sNu(v).

Discussion: le probléme posséde 0, 1 ou 2 (A A;BC et A A;BC) solu-
tions.

Exercice 145)
Méthode de la figure auxiliaire

Le probléme est résolu si nous construisons A BCH,. La figure 64 nous
montre que le point Hy posséde deux propriétés:

i) sa distance au point B vaut hy;

ii) un observateur placé en Hj voit le segment BC selon un angle
droit (H; appartient a I’arc capable— ¢; —de I’angle droit sur
le segment BC).

D’ot1 la construction qui suit:

i) sur une droite r quelconque, placer les points B, M, et C tels

que BC = aet M,B = M,C;

ii) construire ¢;;

iii) du point B, avec une ouverture de compas égale a h;, cons-
truire un arc de cercle (¢2) et Hy, (Hp,) € ¢1 N ¢y;
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iv) du point M,, avec une ouverture de compas égale & m,, cons-
truire un arc de cercle (¢3). Si s(t) est la droite définie par
les points C et Hy, (Hs,), alors Ay (A3) € s(t) Nés.

Discussion: le probléeme posséde 0, 1 ou 2 (A A;BC et A A3 BC) solu-
tions.

Exercice 146)
Méthode de la figure auxiliaire

Le probléme est résolu si nous construisons A BCHj. La figure 65 nous
montre que le point Hy posséde deux propriétés:
i) sa distance au point B vaut h;

ii) un observateur placé en Hy voit le segment BC selon un angle
droit (H, appartient & I’arc capable— ¢, —de 1’angle droit sur
le segment BC).

D’oi: la construction qui suit (voir figure 65):
i) sur une droite r quelconque, placer les points B et C tels que
BC = a. Du point B, avec une ouverture de compas égale a
hy, construire un arc de cercle (¢2) et Hy € ¢1 N¢2;

ii) du point B, avec une ouverture de compas égale & m;, cons-
truire un arc de cercle (¢3). Si s est la droite définie par les
points C et Hy, alors M, (Ms,) € 8N ¢3;

iii) du point My, (Ms,), avec une ouverture de compas égale a
M,;,C (M,,C), construire un arc de cercle (¢4(¢s)). Alors
A;(A3) € sNda(ds).

Discussion: le probléme posséde 0, 1 ou 2 (A A;BC et A A3BC) solu-
tions.

Figure 65
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Exercice 147)
Méthode de la figure auxiliaire

Le probléme est résolu si nous construisons A BCHj et le point M,.. La
figure 66 nous montre que le point H} posséde deux propriétés:

i) sa distance au point B vaut hy;

ii) un observateur placé en Hj voit le segment BC selon un angle
droit (H; appartient a I’arc capable—¢; —de 'angle droit sur
le segment BC).

Quant au point M., il posséde deux propriétés:

i) sa distance au point C vaut m,;

il) sa distance & la droite définie par les points C et H; vaut hy /2.
D’oti la construction qui suit (voir figure 66):

i) sur une droite r quelconque, placer les points B et C tels que

BC = a. Du point B, avec une ouverture de compas égale &
hy, construire un arc de cercle (¢3) et Hy, (Hy,) € ¢é1 N ¢a;

ii) tracer la droite u(v) paralléle & la droite définie par les points
C et Hy, (Hs,) (8 (t)) et distante de celle-ci d’une longueur 2&;

iii) du point C, avec une ouverture de compas égale & m,, cons-
truire un arc de cercle (¢3) et M., (M,,) € u(v) N ¢3;

iv) Si w(z) est la droite définie par les points B et M., (M,,),
alors Aj; (Az) € w(z)Ns(t).

Discussion: le probléme posséde 0, 1 ou 2 (A A;BC et A A;BC) solu-
tions.

Figure 66
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Exercice 148)
Méthode de la figure auxiliaire

Nous avons affirmé lors de la solution de I’exercice 54 que LH A S, =
1(B —v). Nous avons le (voir figure 67) théoréme suivant:

Théoréme 12: Dans tout triangle, I’angle entre la hauteur et le diaméire
du cercle circonscril, menés du méme sommel,
i) est égal & la différence entre les deuz aulres angles du triangle;

ii) a comme bissectrice la bissectrice inlérieure menée du sommet
considéré.

Démonstration:
i)

Soient A H, la hauteur issue du sommet A et AE le diamétre du cercle
circonscrit au A ABC qui passe par le sommet A (voir la figure 67). Nous
devons montrer que LH,AE = 8 — 7.

D

Figure 67
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Les angles ZABC et ZAEC sont égaux parce que les angles inscrits

dans un méme segment circulaire (AC) sont tous égaux.

Comme LAH,B = LACE = 90° nous concluons que ZBAH, =
LCAE = 6 = 90° — B. Nous savons aussi que o = 180° — 8 — 7 et
que a = /BAC. Nous pouvons écrire:

LH,AE = o — 20
LH,AE =180° — B — v —2(90° - B)
LH,AE = - 7. |

(le lecteur peut vérifier que la proposition demeure vraie si § ou v est un
angle obtus).

ii)
Soit A S, la bissectrice intérieure issue du sommet A . Noue devons mon-

trer que LH,AS, = LEAS,.

Comme /BAH, = {CAE et AS, est la bissectrice de ZBAC, nous
pouvons conclure que

LH,AS, = LEAS,. ]

Par conséquent, LH,AS, = 1LH,AE = }(8—7) et nous avons le corollaire
suivant:

Corollaire: Dans le iriangle rectangle AH,S,, AHa = ha, AS, = 8, et
LHaAS, = 3(B—17), i.e.,

hﬂ: Ea et ﬂ —
forment un datum.

Comme h,, &, et t, forment un datum aussi, nous concluons que

ha, 84, toet f—7

forment un datum, i.e., si nous connaissons deux de ces quatre grandeurs,
les deux autres peuvent étre déterminées.

Nous verrons plus tard des probléemes pour lesquels nous pouvons ap-
pliquer ces résultats (voir exercices 235 et 261, par exemple).

La figure 67 nous permet encore d’énoncer un autre théoréme.
gu

Théoréme 13: Dans toul triangle, la différence enire les deuz angles
formés par une bissectrice inlérieure et le colé opposé est égale a la diffé-
rence enire les angles adjacents a ce coté.



146

Démonstration:

Nous devons montrer que ZAS,C - LAS,B=f—~.

Nous savons que (voir figure 67):
LAS.C=p+7
LAS,B =7+ %
LAS,C—LAS,B=f—7. ®

Avec le théoréeme 12 et la figure 45 (voir page 86), nous constatons que
le probléme est résolu si nous construisons A BCE (figure auxiliaire). La
figure 45 nous montre que le point A posséde deux propriétés:

i) sa distance & la droite qui contient les points B et C vaut hg;
ii) un observateur placé en A voit le segment CE selon un angle
de 180° — 2LH,AS, (A appartient & I’arc capable—¢—de
I’angle 180° — 2£H,AS, sur le segment CE).
D’ol1 la construction qui suit (voir figure 45):
i) sur une droite r quelconque, placer les points B et C tels que
BC = a. Construire le point E tel que r L BE et BE = 2h,;

ii) tracer la droite s paralléle & la droite r et distante de celle-ci
d’une longueur h,;

iii) construire AAH,S, (construction auxiliaire), obtenant
Pangle ZH,AS,;
iv) construire ¢ et A € sN ¢.

Discussion: le probléme posséde 0 ou 1 solution.
Exercice 149)
Méthode algébrique

Nous commengons par écrire le systéme d’équations non linéaires sui-
vant:

cos p2 = 1/ 1E22F ()
hy, =csinf =>sinfi = h?a (*+)
8 = M' (***)

a+c
Avec (*) et (**) nous obtenons cos 8/2 = \/(e % \/¢? — hZ)/2e¢. (x#x)
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En remplagant la valeur de cos #/2 donnée par (*##*) dans (*+#), nous
obtenons

4, da(s} —2a%) 5 6spa® —4sja* +4hla* ,
5§ —4a? (82 — 4a?)s?

4s}a® T

+sf—4a?c+sf—4a’=0' (t)

Comme a, h, et s sont connus, nous pouvons résoudre (}) avec Mathe-
matica pour obtenir c.

Si ’équation (}) n’a pas de racine positive, le probléme est impossible
(il n'y a pas de triangle qui satisfait aux conditions du probléme).
Application numérique: soient a = 5¢em, h, = 4v/3cm et s = %cm.
L’équation (}) devient
730 10115,25 24000 30000
t d ~ et = c— =1
i At ki Rk *)

Résolvant (1) avec Mathematica, nous obtenons ¢ = 8 (seule racine
positive). Comme cos§ = +3 et b? = a? + ¢? — 2accos B, nous obtenons
(avec six chiflres décimaux exacts):

by =T7cm
b, = V129 = 11,357816 7 cm.

Vérification: le lecteur peut facilement constater que le triangle dont les
cotés sont (a,b;,c) satisfait & toutes les conditions du probléme et que b
est une solution étrangére.

Exercice 150)
Méthode du probleme déja résolu

s —h
Comme siny = =,

. h
71 = Arcsin f et 3 =180°—-1,.

Nous connaissons donc 7, a et s, et nous savons déja comment résoudre ce
; 7 J
probléme (voir exercice 31). Nous avons vu lors de l’exercice 31 que nous
devons résoudre I'équation
b2 —b*cos’a— s} 4 2sjcosa 4
1—cos?a 1—cos?a
si(sfcos?a—b?) , bsfcosa " b%s} )
ct - = u. *
1—cos?a 1—cos?2a  4(1—cos?a)

¢® — 2bcosac® +
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Avec 7 = 71, I’équation () appliquée & ce probléeme-ci devient

a® —a?cos? 71 — 82 5 2as2 cos 7y P

1—cos?y; 1—cos?

b — 2a cos 11 b° +

Aedcosyy—a),  asteosm, ali  _
1—cos? 1—coe?y; = 4(1 —cos? 1)

0. (B

Comme cosy; (cosy, = 3':3), a et 8, sont connus, nous pouvons
résoudre (}) avec Mathematica pour obtenir b.

Avec v = 73, I’équation () appliquée & ce probléme-ci devient

A | 2 — g2 2032 o8 Y2
-9 I a a”cos” 72 — 8, bt a b3
SRR 1~ cos? g +1—C082‘73 *
83(s2cos? 12 — a?) 5 b asicosyz , a%st ep @)
1—cos?2y; = 1—cos?yy 4(1—cos?y))
Comme cos ¥y (cosyz = —JE;'—T'{), a et s, sont connus, nous pouvons

résoudre (}) avec Mathematica pour obtenir b. Cependant, puisque les
coefficients de b%, b et b dans () et (1) sont symétriques (cosy; = — cos 73)
et ceux de b%, b4, b? et b° (le terme indépendant) sont égaux, les racines de
(1) et (1) sont symétriques. Donc nous n’avons pas besoin de résoudre (1).

Application numérique: soient a = 5cm, hy = 39%5 cm et 84 = Bﬁg cm,
L’équation (1) devient (cosy; = 1/7)

g 10,5 6213, 17640, 296156, 439040

7 243~ ' 213 243 3 0t

3841600

Résolvant (§) avec Mathematica, nous obtenons deux racines positives
et deux racines négatives (racines positives de (1)), lesquelles sont montrées
en bas (avec six chiffres décimaux exacts):

= Tem = © =\}25+b§—%q51=8cm

by = 2,9635428cm =—> c3 = 5,4358949cm

s = —3,7853046cm => bs = —bj et c3=1/25+b§+ %bszﬁ,ﬁsgcm

by, = —6,4304209cm => by = —b] et ¢4 = 8,6911885cm.

Vérification: le lecteur peut facilement constater que les deux triangles
(a,by,c1) et (a,bq,cq) satisfont a toutes les conditions du probleme et que
b, et bg sont des solutions étrangeres.
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Exercice 151)

Méthode du probléeme déja résolu

Comme siny = !‘a",

n= Arcsin? et 73 = 180° — 4.

Nous connaissons donc 7, a et s et nous savons déja comment résoudre ce
probléme (voir exercice 32).

Discussion: le probleme posséde 0, 1 ou 2 solutions.

Exercice 152)

Méthode du probléme déja résolu

Comme siny = -'il,

Y= Arcsin% et va = 180° — ;.

Nous connaissons donc 7, a et s, et nous savons déja comment résoudre ce
probléme (voir exercice 30).

Discussion: le probléme posséde 0, 1 ou 2 solutions.
Exercice 153)
Méthode du probléme déja résolu

Comme hg, 8, et t, forment un datum, nous pouvons déterminer (cons-
truire) s,. Nous connaissons donc a, h, et s, et nous savons déja comment
résoudre ce probléme (voir exercice 148).

Discussion: le probléme posséde ) ou 1 solution.



150
Exercice 154)
Méthode algébrique

Nous commengons par écrire le systéme d’équations non linéaires sui-
vant:

gin § = 2sin §/2cos B/2 (*)
hy =csinf=>sinf = f‘-c- (*+)
Iy 2“;::51113/2_ (#*)

hay/2¢
et /c?—h2 Z
En remplagant la valeur de sin /2 donnée par (++x) dans (#+%), nous
obtenons
iy 4a(24® —t7) By 6tia® — 4t}a* + 4hla*
t7 — 4a? (12 — 4a?)t?

Avec (#) et (#+), nous obtenons sin /2 = : (%%#+)

2+

4tia® t2a*
3 tf—-ia’c t? — 4a? =il (1)

Comme a, h, et t3 sont connus, nous pouvons résoudre (1) avec Mathe-
matica pour obtenir c.

Si ’équation (}) n’a pas de racine positive, le probleme est impossible
(il n’y a pas de triangle qui satisfait aux conditions du probléme).

Application numérique: soient a = 5cm, h, = 4/3cmet ty = % cm.

L’équation () devient

230 2235,75 8000 10000
A ] % S c = 0.
¢ e e 0 (1)

Résolvant (1) avec Mathematica, nous obtenons deux racines positives,
lesquelles sont montrées ci-bas (avec six chiffres décimaux exacts):

VG

ci= 8cm => by=Tem (cosfy = =

VAR,

cz =19,010880 4cm => b, = 23,7370696cm (cos B = —~——

Vérification: le lecteur peut facilement constater que les deux triangles
(a,by,¢1) et (a,ba,c3) satisfont a toutes les conditions du probleme,
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Exercice 155)

Méthode du probléme déja résolu

R
Comme siny = 7+,

71 = Arcsin ’;—‘ et 3 =180° — 7.

Nous connaissons donc 7, a et t; et nous savons déja comment résoudre ce
probléme (voir exercice 36). Nous avons vu lors de I’exercice 36 que nous
devons résoudre 1’équation

c® — 2bcosac® + ba—bzcoﬂa_tgc‘ 2bt} cosa g
1-cos’ 1 - cos? a
f(3cos’a—b?) ,  bljcosa TR
1-cos? o 1-cos?a ' 4(1 — cos? a) i

Avec ¥ = 7, I'équation (x) appliquée a ce probleme-ci devient

a? — a? cos? 1, — 12 ” 2at? cos 1y 5

1—cos?yy 1— cos?y;

b® — 2acos 7, b° +

oo’y = a?),  aticosyy, o'

i 1—cos?y 1—cos?y; = 4(1—cos?y,) =% 1)

I_h3
Comme cosy; (cosyy = Y= —*), a et t, sont connus, nous pouvons

résoudre (1) avec Mathematica pour obtenir b.

Avec 7 = 73, 'équation () appliquée a ce probleme-ci devient

2 _ a?cos?yg — 13 2at? cos
66—2acoa1255+a i 2“ apt s 372.':3+
1— cos? 7, 1— cos? 7y,
t2(t2 cos? y3 — a?) 5 aty cosyz , a?t} =i @)
1—cos?y, 1—cos?y; = 4(1—cos?yz)
x_
Comme co8 Y3 (cosyz = —@), a et , sont connus, nous pouvons

résoudre (}) avec Mathematica pour obtenir b. Cependant, puisque les
coefficients de b%, b® et b dans (1) et (1) sont symétriques (cos 11 = — cos72)
et ceux de b%, b*, b? et b? (le terme indépendant) sont égaux, les racines de
(1) et (}) sont symétriques. Donc nous n’avons pas besoin de résoudre ().
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Application numérique: soient a = 5cm, hy = 3%@ cmett, = 8/21cm.
L’équation (1) devient (cosy; = 1/7)
b — 3795‘ — 1347b* + 19606° + 3332b% — 13171200 + 11524800 = 0. (§)

Résolvant (§) avec Mathematica, nous obtenons deux racines positives
et deux racines négatives (racines positives de (1)), lesquelles sont montrées
ci-bas (avec six chiffres décimaux exacts):

b = 36,9351246cm => ¢ = ‘f25 +b3 - gbl = 36,5573380cm

b= Tcm = c2=8cm

by = —11,9765052cm => bg = —b5 et c3 = \’25+b§+ gba =

= 13,6215259cm
b, = —36,2273012cm => by = b} et cq = 37,2715795cm.

Vérification: le lecteur peut facilement constater que les deux triangles
(a, b2, c2) et (a, bs, c3) satisfont & toutes les conditions du probleme et que
by et by sont des solutions étrangeéres.

Exercice 156)
Méthode du probleme déja résolu
Comme siny = 2,
71 = Arcsin %'4'- et 732 =180°— 7.

Nous connaissons donc 7, a et 2, et nous savons déja comment résoudre ce
probléme (voir exercice 37).

Discussion: le probléme posséde 0, 1 ou 2 solutions.
Exercice 157)

Méthode du probléme déja résolu
Comme siny = ﬁﬁl,
. My =
"= Arcsln? et v, =180° — 7.

Nous connaissons donc 7, a et t. et nous savons déja comment résoudre ce
probléme (voir exercice 35).

Discussion: le probléme posséde 0, 1, 2, 3 ou 4 solutions.
Observation: pour une discussion plus poussée de ce probléme, voir
I’appendice.
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Exercice 158)
Méthode du probleme déja résolu

Comme a = 2R sin @, nous connaissons a, a et h, et nous savons déja
comment résoudre ce probleme (voir exercice 18).

Discussion: le probléme posséde 0 ou 1 solution.
Exercice 159)
Méthode du probléme déja résolu

Comme a = 2R sin a, nous connaissons a, a et h, et nous savons déja
comment résoudre ce probleme (voir exercice 19).

Discussion: le probléeme posséde 0, 1 ou 2 solutions.
Exercice 160)
Méthode du probléeme déja résolu
Nous avons vu a I’e)‘cercice 66 que r, ry, he forment un datum. Nous
construisons alors r,. A l'exercice 122, nous avons vu que a, R, r, — r

forment un datum. Nous construisons R et nous connaissons donc a, h, et
R. Nous avons ainsi les données de |’exercice 158, déja résolu.

Discussion: le probléme posséde 0 ou 1 solution.
Exercice 161)
Méthode du probléme déja résolu

S ol 1
Comme siny = 3%,

71 = Arcsin hy et 72 =180° — 7.
a

Nous connaissons donc v, a et r et nous savons déja comment résoudre ce
probléme (voir exercice 41).

Discussion: le probléme posséde 0, 1 ou 2 solutions.
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Exercice 162)
Méthode du probleme déja résolu

Nous avons vu a P’exercice 66 que r, rq, hs forment un datum. Nous
construisons alors r. A Iexercice 122, nous avons vu que a, R, ro—r forment
un datum. Nous construisons R et nous connaissons donc a, h, et R. Nous
avons ainsi les données de I’exercice 158, déja résolu.

Discussion: le probléme posséde 0 ou 1 solution.
Exercice 163)
Méthode du probléme déja résolu

Nous avons vu a Pexercice 69 que ry, re, h, forment un datum. Nous
construisons alors r.. A Dexercice 123, nous avons vu que a, R, ry + re

forment un datum. Nous construisons R et nous connaissons donc a, h, et
R. Nous avons ainsi les données de ’exercice 158, déja résolu.

Discussion: le probléme posséde 0 ou 1 solution.
Exercice 164)

Méthode du probleme déja résolu
Comme siny = 22,
. hy &
71 = Arcsin - et v =180° — 7.

Nous connaissons donc 7, a et r, et nous savons déja comment résoudre ce
probleme (voir exercice 45).

Discussion: le probléme posséde 0, 1 ou 2 solutions.
Exercice 165)
Méthode du probléme déja résolu
Comme siny = 2,
11 = Arcsin % et 2 =180° —7;.

Nous connaissons donc 7, a et r} et nous savons déja comment résoudre ce
probléme (voir exercice 46).

Discussion: le probléme posséde 0, 1 ou 2 solutions.
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Exercice 166)
Méthode du probléeme déja résolu

Comme siny = ﬁﬂl,

h
-n=Amin-a-'~ et 72 =180° — ;.

Nous connaissons donc 7, a et r, et nous savons déja comment résoudre ce
probléme (voir exercice 44).

Discussion: le probléme posséde 0, 1 ou 2 solutions.
Exercice 167)
Méthode de la figure auxiliaire

Le probléme est résolu si nous construisons A BCG oli, comme vu dans
’exercice 73, G est le point commun des trois médianes du triangle. Une

amﬂyau.aE de la figure 68 nous montre que le point G posséde deux propriétés:
i) sa distance au point B vaut 12m,;
ii) sa distance au point M, vaut im,.
D’ol la construction qui suit (voir figure 68):
i) sur une droite r quelconque, placer les points B, M, et C tels
que BC = a et M,B = M,C;
ii) du point B, avec une ouverture de compas égale & %2mh cons-
truire un arc de cercle (¢;);

iii) du point M,, avec une ouverture de compas égale & 3m,,
construire un arc de cercle (¢3) et G € ¢1 N ¢o;

iv) si s est la droite définie par les points M, et G, placer A sur
s tel que M_A = m,.

Discussion: le probléme posséde 0 ou 1 solution.

§ Voir [1] ou [19], par exemple.
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M. M,

é1
B M, C K

Figure 68

Exercice 168)
Méthode de la figure auxiliaire

Le probléme est résolu si nous construisons A BCG. Une analyse de la
figure 68 nous montre que le point G posséde deux propriétés:
i) sa distance au point B vaut 32my;
ii) sa distance au point C vaut 12m,.
D’ot la construction qui suit (voir figure 68):
i) sur une droite r quelconque, placer les points B, M, et C tels
que BC = aet M,B = M,C;
ii) du point B, avec une ouverture de compas égale & 12my, cons-
truire un arc de cercle (¢1);
iii) du point C, avec une ouverture de compas égale a §2mc, cons-
truire un arc de cercle (¢2) et G € ¢1 N ¢3;
iv) si s est la droite définie par les points M, et G, placer A sur
s tel que GA = 2GM,.

Discussion: le probléeme posséde 0 ou 1 solution.



157
Exercice 169)
Méthode de la figure auxiliaire

Nous commencons par écrire le systeme d’équations non linéaires sui-
vant:

VAT A= at =m, (*)
b a?be _ 2
[ (5_1‘.—6)-5 = 8;. (*#)

Nous appelons
l"{v-i:’:q:i
2} = (b+c)’=¢*+20 " b+c=+/?+28 =s.
be=#

Pour trouver b et ¢ nous devons donc résoudre le systéeme

{b+c= Vel+22 =35

be = £2

Par conséquent, b et ¢ pourront étre obtenus graphiquement si nous pouvons
construire ¢? et £2.

De (*), nous tirons

2
52+c2=2m§+%=93.

De (*#), nous tirons

2
= ?‘3’% =1
1 1
(%) + 7(4m3 — 453 — a®)e? - 2(4m; + a”)s; = 0. )

Donc g2 et £2 peuvent étre construits!
Application numérique: soient a = 5¢cm, m, = Y2 cmet 5, = 5{{—? cm.

Evidemment, les constructions avec régle et compas pour obtenir ¢ et
2 sont longues et introduiront des imprécisions (erreurs de construction).
Nous allons plutét calculer ¢? et £2 algébriquement.
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Avec les données, nous obtenons ¢? = 113 et I’équation (}) devient:

(€%)? - %13—2—5-;1%=0 = =756

Ayant calculé g2 et £2, la détermination de b et ¢ est immédiate:

{b+c=\/q’+2£’=s=15 ®

be = £2 = 56

Algébriquement, nous obtenons

b =7 t =28
b2 — 156456 =0 => { gy e
b =8cm et c;=Tcm.

Pour résoudre graphiquement le systéme (1), nous construisons la figure

auxiliaire suivante (voir figure 69):

*S

Figure 69

Discussion: le probléeme posséde 0 ou 1 solution.
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Exercice 170)
Méthode algébrique

Nous commengons par écrire le systéme d’équations non linéaires sui-

vant: i
5\/2(52-1-62)-—03 =mg, (*)
ab?c 2
o e (+
2 2
De (*), nous obtenons b? = a—-%ﬂ'- —c2. (**%)
En remplagant la valeur de b? donnée par (***) dans (**), nous obtenons
2 2 2
= BN (S 2. ), 8%
c3+(a 2a)c +(‘4 mj s,)c 2 =0 (1)

Comme a, m, et s sont connus, nous pouvons résoudre (1) avec Mathe-
matica pour obtenir c.

Si ’équation (1) n’a pas de racine positive, le probléme est impossible
(il n’y a pas de triangle qui satisfait aux conditions du probléme).
Application numérique: soient a = 5cm, my = 2% cmet 5, = % cm.

L’équation () devient
3656 , 12236 12000

f el Sl i 2
Crim- 19 ° 1wy ®)

Résolvant (1) avec Mathematica, nous obtenons ¢ = 8cm et, avec (#+%),
b=Tcm.

Vérification: le lecteur peut facilement constater que le triangle (a, b, )
satisfait & toutes les conditions du probléeme.

Discussion: une analyse de (1) nous montrera que cette équation posséde
au plus une racine positive. Donc, le probléme posséde 0 ou 1 solution.

Exercice 171)
Méthode algébrique

Nous commengons par écrire le systeme d’équations non linéaires sui-

vant:
SV ) B = my (*)
. a’be
= ltor - e (++)

De (), nous obtenons b2 = 2(c? + a® — 2m}). (#+#)
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En remplagant la valeur de b? donnée par (+*+) dans (*#+), nous obtenons

4c* + (4a® — 8m? — 352)c? + 2(2m} — a®)s] ]3_ M

N T VT
N b dng)e [ 3¢? + a? — 4m} — 282

Comme a, my et 8, sont connus, nous pouvons résoudre () avec Mathe-
matica pour obtenir e.

Si P’équation (}) n’a pas de racine positive, le probléme est impossible
(il n’y a pas de triangle qui satisfait aux conditions du probléme).

Application numérique: soient a = 5cm, my = @ cmet 85, = %’E cm.
L’équation () devient

2164390 , 34676576 _ 626206832 _
81 81 8

z% — 347,50z° + 0, &)

ol z = c2.

Nous pouvons constater que z = 64 est une racine de (). Donc, ¢ =
8 cm et, avec (#*#), b= Tcm.

Vérification: le lecteur peut facilement constater que le triangle (a,,c)
satisfait & toutes les conditions du probléme.

Exercice 172)
Méthode algébrique

Nous commengons par écrire le systéme d’équations non linéaires sui-
vant:

VAt - B =m, (+)

abzt Ly
ac— t:l-l"_c)i = 8 (*%)
De (*), nous obtenons b =2(c* + a® — 2m}). (%x%)

En remplagant la valeur de b? donnée par (*#x) dans (+*), nous obtenons
2
&+ (-ai —2n)c’+(o’+23§—4m§)c+ as} = 0. (1)

Comme a, m; et 83 sont connus, nous pouvons résoudre () avec Mathe-
matica pour obtenir c.
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Si ’équation (}) n’a pas de racine positive, le probléeme est impossible
(il n’y a pas de triangle qui satisfait aux conditions du probléme).

Application numérique: soient @ = 5ecm, my = @ cm et 5 = ‘"{33 cm.

L’équation () devient

@ _ T30, 7976 24000 _

169 169 169

0. (69

Résolvant (1) avec Mathematica, nous obtenons deux racines positives,
lesquelles sont montrées ci-bas (avec six chiffres décimaux exacts):

cg=8cm = b =T7cm

€2 =2,7573659cm = b3 <0 (solution étrangére).

Vérification: le lecteur peut facilement constater que le triangle (a,b;,
c1) satisfait a toutes les conditions du probléeme.

Exercice 173)
Méthode algébrique

Nous commencgons par écrire le systeme d’équations non linéaires sui-
vant:

VA@ T T =m, (*)

abc? >
ab— W =8, (t*)
2
De (*), nous obtenons ¢? = % - a® +2ml. (#+4)

En remplagant la valeur de ¢? donnée par (+++) dans (*+), nous obtenons
52
b + (4a - 2?‘)5’ +4(a? — m? — 52)b — 2as? = 0. )

Comme a, my et s, sont connus, nous pouvons résoudre (1) avec Mathe-
matica pour obtenir b.

Si ’équation (}) n’a pas de racine positive, le probléme est impossible
(il n’y a pas de triangle qui satisfait aux conditions du probléme).

Application numérique: soient a = 5cm, my = Y12 cmet s, = -5—1:? cm.
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L’équation (1) devient

10, 1, 180 g )

3
v+ 9 9

Résolvant (}) avec Mathematica, nous obtenons b = 7cm et ¢ = 8cm
(avec (*#=)).

Vérification: le lecteur peut facilement constater que le triangle (a, b, c)
satisfait & toutes les conditions du probléme.

Discussion: une analyse de (1) nous montrera que cette équation posséde
au plus une racine positive. Donc, le probléme posséde 0 ou 1 solution.

Exercice 174)
Méthode de la figure auxiliaire

Nous commengons par écrire le systéme d’équations non linéaires sui-
vant:

%\/2(53 +c?)—a? =m, (*)

(52 - ae= =

Avec (*) et (#+), nous obtenons

b +c? = an—+;23' (#%%)
be[2be + a® — (b2 + ¢?)] = t2(b—¢)’. (#2%)

Nous appelons, comme dans I’exercice 169,
b! 3 62 - qﬂ
= (b-c)P=¢*-22 . |b—c|=g?—-202=d.
be = £2

Pour trouver b et ¢ (oil nous supposerons b < ¢), nous devons donc résoudre
le systeme
c-b=+¢?-22=d
be = £

Par conséquent, b et ¢ pourront étre obtenus graphiquement si nous pouvons
construire ¢ et £2.
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De (*#*), nous tirons
a_ @2 +4mg
= R
De (###%), nous tirons
220 +a® - ¢®) = 13(¢* - 26%)

(@) + 2(413 —4m? + a*)? - §(4m3 +a’)t3 =0. (t)

Donc ¢? et £2 peuvent étre construits!

Application numérique: soient a = 5cm, m, = aljmcm sty =
8v/21cm.

Evidemment, les constructions avec régle et compas pour obtenir ¢? et
£? sont longues et introduiront des imprécisions (erreurs de construction).
Nous allons plutét calculer ¢? et £2 algébriquement.

Avec les données, nous obtenons ¢ = 113 et ’équation () devient:
(%)% +1300£2 — 75936 = 0 => €2 = 56.
Ayant calculé ¢? et £2, la détermination de b et ¢ est immédiate:

c—b=y¢*-22=d=1
i ®

be = £° = 56
Algébriquement, nous obtenons

®+b—-56=0 —> b=Tcmet c=8cm.

Pour résoudre graphiquement le systéme (}), nous construisons la figure
auxiliaire suivante (voir figure 70):
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C
A B
t 3
Figure 70
BC=d
m:b E:c

Discussion: le probléme posséde 0 ou 1 solution.
Exercice 175)
Méthode algébrique

Nous commengons par écrire le systéme d’équations non linéaires sui-
vant:

VAT T A - =m, *)
(RIS )

a—=c

Avec (*) et (*+), nous obtenons

2 b
b= ?—% — (u*)

ac[b? + 2ac — (a® + ¢*)] = t}(a - ¢)*. (#wex)

En remplagant la valeur de b? donnée par (*#+) dans (**%), nous
obtenons

c3+(%—a)c2+(%i—mz—tf)cq-ig-:t], (1)

Comme a, m, et t; sont connus, nous pouvons résoudre (1) avec Mathe-
matica pour obtenir c.

Si I’équation (1) n’a pas de racine positive, le probleme est impossible
(il n’y a pas de triangle qui satisfait aux conditions du probléme).
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Application numérique: soient a = S5em, m, = 3@? cmet i = 53& cm.
L’équation (}) devient

s, 115 , 1996 4000 _
c+9c 9c+—-—9 =0. 1)

Résolvant (1) avec Mathematica, nous obtenons deux racines positives,
lesquelles sont montrées ci-bas (avec six chiffres décimaux exacts):

ci=8cm => by =Tcm (avec (++x))

c2 = 2,3972195cm = b; = 10,356318 8 cm.

Vérification: le lecteur peut facilement constater que le triangle (a, by,
c1) satisfait a toutes les conditions du probléme et que ¢; est une solution
étrangére parce que by > a + ca.

Exercice 176)
Méthode algébrique

Nous commengons par écrire le systeme d’équations non linéaires sui-

vant:
%\/2(ﬂn+t:2)—b2 =my (%)
be[a® + 2bc — (b + €%)] = t2(b — ¢)? (*+)
De (#), nous obtenons b? = 2(c? 4 a® — 2m}). (%)

En remplagant la valeur de b? donnée par (##x) dans (*+), nous obtenons

e’ =B _3he Wl R )
3c? +a? — 4m] — 212 .

2(c® + a® - 2m})? = [

Comme a, m; et {, sont connus, nous pouvons résoudre (1) avec Mathe-
matica pour obtenir c.

Si I’équation (1) n’a pas de racine positive, le probleme est impossible
(il n’y a pas de triangle qui satisfait aux conditions du probléme).
Application numérique: soient a = Scm, my = J%E cmeti, = 8y/21cm.
L’équation () devient
z* — 347,50z — 74578622 + 136964512z — 5636671488 =0, (1)
o z = ¢2.

Nous pouvons constater que z = 64 est une racine de (}). Donc, ¢ =
8cm et, avec (**x), b = Tcm.

Vérification: le lecteur peut facilement constater que le triangle (a, b, c)
satisfait a toutes les conditions du probléme.
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Exercice 177)
Méthode algébrique

Nous commengons par écrire le systéme d’équations non linéaires sui-
vant:

%W = my (*)
acfb? + 2ac — (a? + ¢?)] = tj(a — ¢)? (*#)
De (), nous obtenons b? = 2(c? + a® — 2m}). (%)

En remplagant la valeur de b? donnée par (»++) dans (*+), nous obtenons
t?
S+ (2a - —:—)c’ + (a® = 4m? + 2t})c — at] = 0. ()]

Comme a, my et 3 sont connus, nous pouvons résoudre (1) avec Mathe-
matica pour obtenir .

Si 1’équation (}) n’a pas de racine positive, le probleme est impossible
(il n’y a pas de triangle qui satisfait aux conditions du probléme).

Application numérique: soient a = Scm, my = @ cm et t = % cm.

L’équation (1) devient

23 2264
U.‘:’+ c_8000=0. )

°3_9 9 9

Résolvant (}) avec Mathematica, nous obtenons une racine positive (¢ =
8cm = b =T7cm) et deux racines complexes.

Vérification: le lecteur peut facilement constater que le triangle (a, b, c)
satisfait a toutes les conditions du probléme.

Exercice 178)
Méthode algébrique

Nous commengons par écrire le systéeme d’équations non linéaires sui-
vant:

FVI@ )V =m, )
[( 5 )2 — 1] ab=12. (=)

b—a
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Avec (*) et (**), nous obtenons

= -62—2 —a® + 2m} (%)
ab[c? + 2ab — (a® + b%)] = t2(b — a)?. (#2x%)

En remplagant la valeur de ¢? donnée par (+++) dans (#+*x), nous
obtenons

2
5+ (2‘:* ~ 4a) 8 + 4(a? — m} — 2)b + 2012 = 0. )

Comme a, m; et {. sont connus, nous pouvons résoudre (t) avec Mathe-
matica pour obtenir b.

Si I'équation (}) n’a pas de racine positive, le probléme est impossible
(il n’y a pas de triangle qui satisfait aux conditions du probléme).

Application numérique: soienta =5cm, my = L2 cmet t, = 5v/21 cm.
’ 2

L’équation (}) devient

b® + 190b% — 2129b + 5250 = 0. (1)

Résolvant (}) avec Mathematica, nous obtenons deux racines positives,
lesquelles sont montrées ci-bas (avec six chiffres décimaux exacts):

by =7Tcm => ¢; =8cm (avec (++))

by = 3,7362460cm => ¢, = 6,817607 1 cm.

Veérification: le lecteur peut facilement constater que les deux triangles
(a,by,¢c1) et (a,bs,c;) satisfont & toutes les conditions du probleme.

Discussion: une analyse de ({) nous montrera que cette équation posséde
au plus deux racines positives. Donc, le probléme posséde 0, 1 ou 2 solu-
tions.

Exercice 179)

Méthode du probléme déja résolu

Comme a = 2Rsin a, nous connaissons a, a et m, et nous savons déja
comment résoudre ce probleme (voir exercice 23).

Discussion: le probléme posséde 0 ou 1 solution.
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Exercice 180)
Premier procédé - Méthode du probléme déja résolu

Comme a = 2Rsin a, nous connaissons @, a et m; et nous savons déja
comment résoudre ce probléme (voir exercice 24).

Deuxiéme procédé - Méthode de la figure auxiliaire

La figure 23 & la page 53 nous montre que le point M; posséde deux
propriétés:
i) sa distance au point B vaut my;

ii) un observateur placé en M, voit le segment OC selon un angle
droit (M, appartient & I’arc capable—¢3—de I’angle droit sur
le segment OC).

D’oii la construction qui suit (voir figure 23):
i) sur une droite r quelconque, placer les points B et C tels que
BC=a;
ii) construire le centre O du cercle circonscrit (O posséde deux
propriétés: O appartient & la médiatrice du segment BC et

BO = R);
iii) construire le segment OC et ¢3 (I'arc capable de I'angle droit
sur le segment OC);

iv) du point B, avec une ouverture de compas égale a4 m;, cons-
truire un arc de cercle (¢2) et My € ¢2 N ¢3;

v) si 2 est la droite définie par les points C et M; et ¢y, le cercle
circonscrit, alors A € sN ¢;.

Discussion: le probléme posséde 0, 1 ou 2 solutions.
Exercice 181)
Méthode algébrique

Nous commengons par écrire le systéme d’équations non linéaires sui-
vant:

 AET A= d=m. ©
\/(p—a)(p;a)(p—e)ﬂ, il ()

ou B
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Avec (x) et (%), nous obtenons
a®+4m?
e —————— - c

b =
2

(%)
[(c—a)? — b — 4r?)b =
=c®—ac’ — (a+c)b? + (4r —a®)c+ (a® +4r*)a.  (#+#4)

En remplagant b? par sa valeur donnée par (#*+) dans (+#+#), nous obtenons

a?+4m? i [2c3 + (4r? — 2m? — 3a%/2)c + 4ar? + a®/2 — 2am?
2 2¢? — 2ac + a%/2 — 2m2 — 4r?
(f)

Comme a, m, et r sont connus, nous pouvons résoudre (f) avec Mathe-
matica pour obtenir c.

Si I’équation (1) n’a pas de racine positive, le probléme est impossible
(il n’y a pas de triangle qui satisfait aux conditions du probléme).

Application numérique: soient a = 5¢cm, m, = @ cmet r=+/3cm.

L’équation (1) devient

¢® — 5c® — 157¢* + 625¢> + 7472¢% — 16280c — 123200 = 0. #)

Nous pouvons constater que ¢ = 8 est une racine de (}). Donc, ¢ = 8 cm
et, avec (#*x), b = Tcm.

Vérification: le lecteur peut facilement constater que le triangle (a, b, c)
satisfait & toutes les conditions du probléme.

Exercice 182)
Méthode algébrique

Nous commengons par écrire le systeme d’équations non linéaires sui-

vant:
V@ + ) =5 = my *)

\/(P—“)(P;b)(f’-c)z,., ol p___+;""" (+%)

Avec (*) et (**), nous obtenons
b = 2(a® + ¢*) — 4m] (%%%)
[(c—a)?—b*—4r?]h =
=c®—ac’ - (a+c)b? + (4r® —a?)c+ (a® + 4r¥)a.  (xaxs)
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En remplagant b? par sa valeur donnée par (+»+) dans (++*+), nous obtenons

- [fbded rits — st fie Lo AT

2 2
%' +¢")—dm} & + 2ac + a? — 4m] + 4r?
b

Comme a, my, et r sont connus, nous pouvons résoudre (}) avec Mathe-
matica pour obtenir ec.

Si ’équation () n’a pas de racine positive, le probléme est impossible
(il n’y a pas de triangle qui satisfait aux conditions du probléme).

Application numérique: soient a = Scm, my = ﬂzﬁ cm et r = /3 cm.

L’équation () devient

c® + 10c® — 340¢* — 2120¢® + 36608c + 68800c — 1005056 = 0.  (f)

Nous pouvons constater que ¢ = 8 est une racine de (}). Donc, c = 8 cm
et, avec (+*%), b= Tcm.

Vérification: le lecteur peut facilement constater que le triangle (a, b, c)
satisfait & toutes les conditions du probléeme.

Exercice 183)
Méthode algébrique

Nous commengons par écrire le systéme d’équations non linéaires sui-
vant:

%\/2(53 +c?)—a?=m, (*»)
V- 0G-DE=9 _,

_a+b+ec

g ol p e (*%)
Avec (*) et (+*), nous obtenons
2 2
b= o L2501 +4my —igt (#xx)

2
[(e+ a)2 - b - 4r3]b =
= ¢ +ac® + (a— c)b? + (4r2 — a®)c — (a® + 4rl)a. (##x%)

En remplagant b? par sa valeur donnée par (*##) dans (++++), nous obtenons

a®+4m3 e [41:3 + (8r2 — 3a? — 4m?2)c + (4m? — a® — 8r2)a

2
2 4c? + 4ac + a? — 4m2 — 82 ] )

-—————
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Comme a, m, et r, sont connus, nous pouvons résoudre (1) avec Mathe-
matica pour obtenir e.

Si I’équation (1) n’a pas de racine positive, le probléme est impossible
(il n’y a pas de triangle qui satisfait aux conditions du probléme).

Application numérique: soient a = 5cm, mg = E cmet r, = 2v/3cm.

L’équation () devient

c® + 5¢® — 157c* — 805¢® + 9596¢? + 33920c — 256256 = 0. 1)

Nous pouvons constater que ¢ = 8 est une racine de (}). Donc, ¢ = 8cm
et, avec (**#), b = Tcm.

Vérification: le lecteur peut facilement constater que le triangle (a, b, c)
satisfait & toutes les conditions du probléme.

Exercice 184)
Méthode algébrique

Nous commengons par écrire le systéme d’équations non linéaires sui-
vant:

SVIF T )~ = m, *)

Jp(p G)(p b)(p = c) (**)
p—b

Avec (*) et (**), nous obtenons
Pae——s (%)

[ — (c—a)* + 4rf]b =
=c—ac® —(a+c)b? + (4rf —a®)c+ (a® + 4r)a.  (sen4)

En remplagant b? par sa valeur donnée par (##+) dans (+*#+#), nous obtenons
agan

+4m . [4c3+(8rf— 3a? — 4m?2)c + (8rf — 4m? +a2)a] M)
B 4c? — 4ac + a? — 4m? — 8r}

Comme a, m, et ry sont connus, nous pouvons résoudre (1) avec Mathe-
matica pour obtenir c.

Si ’équation (t) n’a pas de racine positive, le probléme est impossible
(il n’y a pas de triangle qui satisfait aux conditions du probléme).
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Application numérique: soient a = bcm, mgy = lzﬁ cmet ry = 1%5 cm.
L’équation (}) devient

¢® —5c® —157c* + %(11085:’ + 154972¢% — 565120¢ — 6169856) =0. (})

Nous pouvons constater que ¢ = 8 est une racine de (1) Donc, c =8cm
et, avec (), b= 7Tcm.

Vérification: le lecteur peut facilement constater que le triangle (a, b, c)
satisfait & toutes les conditions du probléme.

Exercice 185)
Méthode algébrique

Nous commengons par écrire le systéme d’équations non linéaires sui-
vant:

VA A =P = my (*)
Voo—ae-De-9 _, ot
p—a *
Avec (*) et (++), nous obtenons
b = 2(€l2 + cz] - 4m§ (*%=)

[(c+a)® —b* —4r2p =
= A+ ac? +(a — c)b® + (4r2 — a®)c — (a® + 4r))a. (#2%x)
En remplagant b2 par sa valeur donnée par (++#) dans (#**x), nous obtenons

—3ac® 4+ (3a® —4m} — 4r2)c+ (4r2 + 4m} — a?)a
2 — 2ac 4+ a? —4m§+4r3

2(a®+c*)—4mj = [c3 ]z- (1)

Comme a, m; et rq sont connus, nous pouvons résoudre () avec Mathe-
matica pour obtenir ¢.

Si I’équation (}) n’a pas de racine positive, le probléme est impossible
(il n’y a pas de triangle qui satisfait aux conditions du probléme).
Application numérique: soient a = 5 cm, mp = @ cmet ro =2v/3cm,
L’équation () devient
¢® — 10c® — 124¢* — 760c® + 19616c” + 66560c — 825344 = 0. (1)
Nous pouvons constater que ¢ = 8 est une racine de (}). Donc, ¢ = 8cm
et, avec (s*#+), b= 7cm.

Vérification: le lecteur peut facilement constater que le triangle (a,b,c)
satisfait & toutes les conditions du probléme.
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Exercice 186)
Méthode algébrique

Nous commengons par écrire le systéme d’équations non linéaires sui-
vant:

VAT B =m *)
Ve(p—a)p—b)(p—c) _ ’

p = b (**)
Avec (%) et (#), nous obtenons
b? = 2(a® + c?) — 4m} (#=2)

[6? = (c—a)® + 4rflb =
=c®—ac® - (a+)b? + (4rf —a¥)c+ (a? + 4rf)a.  (#+%2)

En remplagant b? par sa valeur donnée par (*##) dans (***x), nous obtenons

¢ + 3ac® + (3a® — 4m} — 4r)c + (a® — 4m} —4rd)a ]2 )
& + 2ac + a? — 4m} + 4r} i

2(a* +c*)—4m} =

Comme a, m; et ry sont connus, nous pouvons résoudre (}) avec Mathe-
matica pour obtenir c.

Si I’équation (1) n’a pas de racine positive, le probléeme est impossible
(il n’y a pas de triangle qui satisfait aux conditions du probléme).

Application numérique: soient a = 5cm, my = 3@cm et ry = 1—""3@¢:r|n.

L’équation (1) devient

%+ 10c° + 388¢* + % (68230.:3 —92768¢% — 4418560¢ — 13285376) =0. (1)

Nous pouvons constater que ¢ = 8 est une racine de (}). Donc, ¢ = 8cm
et, avec (&tt), b= Tem.

Vérification: le lecteur peut facilement constater que le triangle (a,b,c)
satisfait a toutes les conditions du probléme.
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Exercice 187)
Méthode algébrique

Nous commengons par écrire le systéme d’équations non linéaires sui-
vant:

L@ A B =m *)
Ve(p—a)p-bp—c) _

= (+%)
Avec (*) et (**), nous obtenons
= 2((;;2 + c’) - 4m§ (#%x)

[B? = (c+a)? +4rib=
= +ac® + (a—c)b* + (4r? — a®)c— (a® + 4r)a. (#x%)

En remplagant b? par sa valeur donnée par (*+#) dans (++++), nous obtenons

S — 3ad® + (30 — 4m? — 4r3)c 4 (4m} + 472 — a’)a
2 — 2ac + a? — 4m} + 4r2

2a®+¢*)—4ami = [ r- 4

Comme a, mj et r. sont connus, nous pouvons résoudre () avec Mathe-
matica pour obtenir c.

Si ’équation (1) n’a pas de racine positive, le probléme est impossible
(il n’y a pas de triangle qui satisfait aux conditions du probléme).

Application numérique: soient @ = 5cm, mp = 129 cmetre = 5v/3cm.
PP q 2

L’équation (}) devient

¢ — 10¢® + 1388¢* — 20920¢® — 26752¢ + 1739840c — 7115264 = 0. (1)

Nous pouvons constater que ¢ = 8 est une racine de (}). Donc, ¢ = 8cm
et, avec (***), b= Tem.

Vérification: le lecteur peut facilement constater que le triangle (a, b, c)
satisfait & toutes les conditions du probléme.
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Exercice 188)
Méthode algébrique

Nous commengons par écrire le systéme d’équations non linéaires sui-
vant:

a’be
T ®)
2ac
ac — -('ai;-.;)? = 82. (*t)

Avec (**) et (%), nous obtenons

b2 = (Ges s?c(a +e)? (##%)

clc® +b? —a® - 252]b = s2c? + (82 — 26%)0%. (»%x+)

En remplagant b? par sa valeur donnée par (**+) dans (*+#x), nous obtenons

asic® + 33 (ac — s3)(a + c)* — 2(ac — s3)(a + c)?S?
ac® + (ac — s2)(a + c)? — a(a? + 2s2)c

I

E{ac —si)a+c) = [

Comme a, s, et 8, sont connus, nous pouvons résoudre (1) avec Mathe-
matica pour obtenir c.

Si ’équation (1) n’a pas de racine positive, le probléme est impossible
(il n’y a pas de triangle qui satisfait aux conditions du probléeme).

Application numérique: soient a = 5cm, 8, = E\?‘E cm et 8, = .4_41:‘:33 e

Nous pouvons constater que ¢ = 8 est une racine de (). Donc, ¢ = 8cm
et, avec (**%), b= 7cm.

Veérification: le lecteur peut facilement constater que le triangle (a, b, c)
satisfait & toutes les conditions du probléme.

Exercice 189)
Méthode algébrique

Nous commengons par écrire le systéme d’équations non linéaires sui-
vant:

b!
ac — 01—+GE)—2 = sf (*)
abe? 2

ab— m = 8. (*=)
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Avec (*) et (#*), nous obtenons

g (ae= )+ e
afp? +a® — * — 282 = (82 — 2a®)b? + a®s?. (#xx)

En remplagant b? par sa valeur donnée par (+++) dans (+###), nous obtenons

(82 — 2a?)(ac — s3)(a +c)* + a®s2c |2
ac® — (ac - 82)(a + c)? — a(a? - 283)‘_.] S

2(ac—a})(a+9)? = |

Comme a, 3 et s, sont connus, nous pouvons résoudre () avec Mathe-
matica pour obtenir c.

Si I’équation (1) n’a pas de racine positive, le probleme est impossible
(il n’y a pas de triangle qui satisfait aux conditions du probléme).

Application numérique: soient a = S5cm, 8 = 5%3'35 cm et 8. = 5{,{—5 cm.

Nous pouvons constater que ¢ = 8 est une racine de (}). Donc, ¢ = 8cm
et, avec (**%), b= 7cm.

Vérification: le lecteur peut facilement constater que le triangle (a, b, c)
satisfait & toutes les conditions du probléme.

Exercice 190)
Méthode du probleme déja résolu

Comme hg, 8, et t, forment un datum, nous connaissons a, h, et s, et
nous savons déja comment résoudre ce probléme (voir exercice 148).

Discussion: le probléeme posséde 0 ou 1 solution.
Exercice 191)
Méthode algébrique

Nous commengons par écrire le systéme d’équations non linéaires sui-
vant:
a’be >
BT (*)
2
[( > ) —l]ac:tf. (»%)

a—c
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Avec (*x) et (x), nous obtenons

b = (e + tfa)iﬂ =) (%x%)

cfc? +b? — a? — 262]b = 82¢? + (82 — 2c2)P. (##x)

En remplagant b? par sa valeur donnée par (+++) dans (###+), nous obtenons

ald + (s —2)act a0 |,

C
st - of = gt St

Comme a, s, et ¢, sont connus, nous pouvons résoudre (i) avec Mathe-
matica pour obtenir c.

Si ’équation (}) n’a pas de racine positive, le probléme est impossible
(il 0’y a pas de triangle qui satisfait aux conditions du probléme).
Application numérique: soient a = 5cm, 8, = g_,g cm et tp = '-',‘Qcm.

Nous pouvons constater que ¢ = 8 est une racine de (f). Donc, ¢ = 8cm
et, avec (*+x), b = 7cm.

Vérification: le lecteur peut facilement constater que le triangle (a, b, c)
satisfait a4 toutes les conditions du probléme.

Exercice 192)
Méthode algébrique

Nous commengons par écrire le systéme d’équations non linéaires sui-
vant:

b%ac
Gy T (+)

(2 -lse=e =

Avec () et (*x), nous obtenons

- o= Dla -

ele? +7 - a? - 202]b = (26 — 2)0* - ¢3¢, (suss)

ac —

En remplagant b? par sa valeur donnée par (+++) dans (+*##), nous obtenons

[ac® + (ac — s})(a + ¢)*]t2 — 2(ac — s3)(a + c)’c‘]

:(cc -s)a+e)’ = [ ac® + (ac — s?)(a + c)? — a(a? + 2t2)
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Comme a, 83 et t, sont connus, nous pouvons résoudre (1) avec Mathe-
matica pour obtenir c.

Si ’équation (1) n’a pas de racine positive, le probléme est impossible
(il n’y a pas de triangle qui satisfait aux conditions du probléme).

Application numérique: soient a = b cm, 5, = Y3 cmet t, = 8v/21 cm.
q 13

Nous pouvons constater que ¢ = 8 est une racine de (). Donc, ¢ =8cm
et, avec (**x), b= 7cm.

Vérification: le lecteur peut facilement constater que le triangle (a, b, c)
satisfait a toutes les conditions du probléme.

Exercice 193)
Méthode du probleme déja résolu

Comme hy, 8 et t forment un datum, nous connaissons a, h; et s et
nous savons déja comment résoudre ce probléme (voir exercice 151).

Discussion: le probléme posséde 0, 1 ou 2 solutions.
Exercice 194)
Méthode algébrique

Nous commengons par écrire le systéme d’équations non linéaires sui-
vant:

ab?c 2
=] CH_—c)g =8y (+)

[(b: a)g—I]Gb=t2. (**)

Avec (x) et (++), nous obtenons

ac

ac — 82)(a + ¢)?
52=( L)c( =+ ) (***)

a[c? — b% — a® 4 2t2]b = %2 + (t2 — 2a%)b°. (#%%)

En remplagant b? par sa valeur donnée par (##*) dans (#+*#), nous obtenons

e+ (@ 2ee =)ot 12
ac® — (ac — s¢)(a + c)? —a(a? — 2t2)cl

(ac—a+9)? = |

T T



179

Comme a, s et t. sont connus, nous pouvons résoudre (f) avec Mathe-
matica pour obtenir c.

Si I’équation () n’a pas de racine positive, le probléme est impossible
(il n’y a pas de triangle qui satisfait aux conditions du probléme).

Application numérique: soient a = 5¢cm, 53 = 591—‘!35 cmet t. = 5v/21 cm.

Nous pouvons constater que ¢ = 8 est une racine de (t). Donc, ¢ = 8cm
et, avec (**+), b= 7cm.

Vérification: le lecteur peut facilement constater que le triangle (a, b, c)
satisfait a toutes les conditions du probléme.

Exercice 195)
Méthode du probléme déja résolu

Comme a = 2Rsina, nous connaissons a, a et s, et nous savons déja
comment résoudre ce probléeme (voir exercice 28).

Discussion: le probléme posséde 0 ou 1 solution.
Exercice 196)
Méthode du probléme déja résolu

Comme a = 2Rsina, nous connaissons a, a et s, et nous savons déja
comment résoudre ce probléeme (voir exercice 29).

Discussion: le probléme posséde 0, 1 ou 2 solutions.
Exercice 197)
Méthode algébrique

Nous commengons par écrire le systeme d’équations non linéaires sui-
vant:

b + ¢ — 2bccos a = a? (*)
2bccosar/2 _ (b+¢c)sa
ke s e (++)
3 V1-cos?a/2  2r
t.a.uaf2_p_a = e i (#x)
2rcosaf2

De (*#+), nous obtenons b+ ¢ =a+
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Nous pouvons écrire (*) comme
(b + c)? — 2be(1 + cos a) = a?.
Comme 1 + cosa = 2 cos? a2, et avec (++), ’équation ci-dessus devient
(b+ ¢)® — 284(b + c) coser/2 = &?,

ou, avec (#xxx),

4 4ar?s, g  4(a®+r?—s2)r’—2a%3 , 4arls,
“@+ar)a” @tarad - T {@+ra)ae
3 _ 453)a2

E:; T ::z;:,z, = | )

e

4

+

ou z = cosaf2.

Comme a, 84 et r sont connus, nous pouvons résoudre (t) avec Mathe-
matica pour obtenir z.

Si I’équation (}) n’a pas de racine positive, le probleme est impossible

(il n’y a pas de triangle qui satisfait aux conditions du probléme).
Application numérique: soient @ = 5cm, 8, = E’aﬁ cm et r=+/3em.
L’équation (t) devient

457 773,50 457 265,625
- - ’ 2 ’ = 0.
" — 58" Taect s 0 ()

Résolvant (}) avec Mathematica, nous obtenons deux racines positives,
lesquelles sont montrées ci-bas (avec six chiffres décimaux exacts):

z; = 0,9449112 =% by =Tcm et c; =8cm

z3 = 0,8896277 (solution étrangére).

Vérification: le lecteur peut facilement constater que le triangle (a, b;,
c;) satisfait & toutes les conditions du probléme.

Exercice 198)
Méthode algébrique

Nous commengons par écrire le systéme d’équations non linéaires sui-
vant:
b%ac 2
—_——_—— = *
( a+ c)g b ( )

\/(p - a)(p; bEe—c) _ (%)

ac
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Avec (*) et (*+), nous obtenons

M (ac — s2)(a+c)?
ac

b

(%)

[® - b? + a® — 2ac — 4r?]b =
=c®—ac® — (c+a)b? + (4r? —a®)c+ (a? + 4r?)a.  (#+xs)

En remplagant b? par sa valeur donnée par (#++) dans (s+++), nous obtenons

(ac— 53)(a + ¢)? = [ 1
ac a(c? — 2ac — 4r? + a?)c — (ac — s?)(a +¢)?

(uc‘ —a? +
+[a* +4a”r? 4 (47 — a*)ac — (ac— s3)(a + ¢)*Jc — a(ac — s3)(a + f:)‘)]2 " ()]
Comme a, s; et r sont connus, nous pouvons résoudre (1) avec Mathe-

matica pour obtenir c.

Si I’équation (}) n’a pas de racine positive, le probléme est impossible
(il n’y a pas de triangle qui satisfait aux conditions du probléme).

Application numérique: soient a = 5cm, 8, = %35 cmet r =+/3em.

Nous pouvons constater que ¢ = 8 est une racine de (). Donc, ¢ = 8cm
et, avec (###), b= Tcm.

Vérification: le lecteur peut facilement constater que le triangle (a, b, ¢)
satisfait & toutes les conditions du probléme.

Exercice 199)
Méthode algébrique

Nous commengons par écrire le systéme d’équations non linéaires sui-
vant:

b? + ¢* — 2bccos @ = a? (*)

2be cos arf2 (b+ c)s,

b (NG CREL o, o s
b+ec 7 2cosa /2 (x2)

ra 1—cos®a/2  2r,
Wng = P == cosaf2  a+b+c’ (332)
2rq cosaf2

De (###), nous obtenons b+ ¢ = ———=— —a. (#2x%)

V1 —cos? af2

Nous pouvons écrire (+) comme

(b+ ¢)? — 2b¢(1 + cosa) = a?.
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Comme 1 + cosa = 2 cos? /2, et avec (*+), 'équation ci-dessus devient
(b+ ¢)? — 2s4(b+ c)cosa/2 = a?,

ou, avec (#¥*%),

darls, 5 4(a®4r2—s2)rd—2d%3 , darls,
a? 4 4r3)s? - (a® + 4r2)s2 g (a® + 4r3)s? »
(s2 —4rd)a® _

+

' + i
(1)

ol z = cosa/2.

Comme a, s, et rq sont connus, nous pouvons résoudre (}) avec Mathe-
matica pour obtenir z.

Si I’équation (f) n’a pas de racine positive, le probléeme est impossible
(il n'y a pas de triangle qui satisfait aux conditions du probléme).

Application numérique: soient a = 5cm, 8, = %& cm et v, = 2¢/3cm.

L’équation (}) devient

oy 90vV7 5 436,25 , 90\/'?” 6,25 _

511 - 5it © &1l Ty ®

Résolvant (}) avec Mathematica, nous obtenons deux racines positives,
lesquelles sont montrées ci-bas (avec six chiffres décimaux exacts):

z; =0,9449112 => by =Tcm et ¢y =8cm

2 = 0,0251091 (solution étrangére).

Vérification: le lecteur peut facilement constater que le triangle (a, b,
c1) satisfait & toutes les conditions du probleme.

Exercice 200)
Méthode algébrique

Nous commengons par écrire le systéme d’équations non linéaires sui-
vant:

b a’be 5
, W =8, (t)
Me-sie—q o9

p—1b
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Nous écrivons (*) et (**) comme

b® + (2c - %)b’ +(c®—a?-282)b—s2c=0 (#xx)
b + (a+ )b — [(c — a)® —4rd]b — (c —a)c® +
+ (a® —4r])c — (a® + 4r})a = 0. (##xx)

Comme a, s, et ry sont connus, nous pouvons résoudre le systéme (#%%)—
(#*%»), obtenant ainsi les cotés b et ¢ du triangle.

Application numérique: soient a = 5cm, s, = 5—‘3& cmet ry = L‘?gﬁ cm.

Avec ces valeurs, Mathematica nous donne

b=Tcm et c=8cm.

Vérification: le lecteur peut facilement constater que le triangle (a, b, c)
satisfait & toutes les conditions du probléme.

Exercice 201)
Méthode algébrique

Nous commengons par écrire le systeme d’équations non linéaires sui-
vant:

2q
-4 *)
Ho=0p=0) _; »

Avec (*) et (##), nous obtenons

2 = (ae=sd)(a+o)

(%)
b2 = (c+a)®+4rip=
=(c—a)b? — (c+ a)c? + (a® — 4rd)c+ (a® + 4r)a.  (#%*#)

En remplagant b? par sa valeur donnée par (*#*) dans (**+x), nous obtenons

(ac—s3)(a+¢)? o

2 [(c —a)(ac — s3)(a + ¢)*® — a[(c + a)c® — (a® — 4r3)c— (a® + 4r,)a]c]
(ac— s3)(a + c)® + a[dr - (c+a)?]e

()
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Comme a, 83 et r, sont connus, nous pouvons résoudre (}) avec Mathe-
matica pour obtenir c.

Si 1"équation (}) n’a pas de racine positive, le probléme est impossible
(il n’y a pas de triangle qui satisfait aux conditions du probléme).
Application numérique: soient a = Scm, 8 = 5%{5 em et rg = 2¢/3cm.

Nous pouvons constater que ¢ = 8 est une racine de (). Donc, c = 8cm
et, avec (**x), b= Tcm.

Vérification: le lecteur peut facilement constater que le triangle (a, b, c)
satisfait & toutes les conditions du probléme.

Exercice 202)
Méthode algebrique

Nous commengons par écrire le systéme d’équations non linéaires sui-
vant:

a? + c® — 2accos f = b? (*)
2accos ff2 _ _(a+c)s r
Sk el b
_n V1—-cos? /2  2ry :
tanﬁﬂ—p = S Tathic (#%=)
—BPR (wxxx)

De (#*#), nous obtenons b = \/l—oos’m —(a+¢).

Nous pouvons écrire (%) comme
(a+ ¢)? — 2ac(l1 + cos B) = b*.

Comme 1 + cos 8 = 2cos® B/2, et avec (+*) et (*x+x), 'équation ci-dessus
devient

4a’ry(a + c)e?\/(2ac)? — (a + )28} =
= 4a’r}sy(a +)c* + amy(a+ O)[(2ac)’ - (a +)’sfle. (1)

Comme a, 83 et ry sont connus, nous pouvons résoudre () avec Mathe-
matica pour obtenir ¢.

Si I’équation (f) n’a pas de racine positive, le probleme est impossible
(il n’y a pas de triangle qui satisfait aux conditions du probléme).
Application numérique: soient @ = 5cm, 8, = ‘%‘g cm et ry = hosﬁ cm.

Nous pouvons constater que ¢ = 8 est une racine de (}). Donc, ¢ = 8cm
et, avec (++) et (#*#x), b= Tcm.

Vérification: le lecteur peut facilement constater que le triangle (a, b, c)
satisfait & toutes les conditions du probleme.
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Exercice 203)
Méthode algébrique

Nous commengons par écrire le systéme d’équations non linéaires sui-

vant:
- (a":—"c‘),. ia )
"{”———-—‘p“l (:’ =D _a (+%)
Avec (») et (++), nous obtenons
p2 = (ac—si)(a+c)’ o)

—(c+a)? +4r?b =
= (c+a)c? — (c — a)b? — (a? — 4r2)c — (a® + 4r?)a. (#2%x)

En remplagant b? par sa valeur donnée par (#++) dans (#x+%), nous obtenons

(ac — s3)(a +¢)? £
= [a[(c+ a)c® — (a® — 4r2)c — (a® + 4r2)a)c — (c — a)(ac — s3)(a + c)zl
(ac — s3)(a + ) + a[d4r? — (c + a)?]c

(1)

Comme a, s} et r. sont connus, nous pouvons résoudre (1) avec Mathe-
matica pour obtenir c.

Si I’équation (f) n'a pas de racine positive, le probléme est impossible
(il n’y a pas de triangle qui satisfait aux conditions du probléme).

Application numérique: soient a = 5cm, 5, = JC cmet r, = 5v/3cm.

Nous pouvons constater que ¢ = B est une racine de (). Donc, ¢ = 8cm
et, avec (***), b= 7Tcm.

Vérification: le lecteur peut facilement constater que le triangle (a,b,c)
satisfait & toutes les conditions du probléme.

Exercice 204)
Méthode algébrique

Nous commengons par écrire le systeme d’équations non linéaires sui-
vant: )
a )
(=) -1]ee=22 )

[(aic)z— l]ac: tf. (**)
TS I
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Avec (##) et (=), nous obtenons

b= (nc+i§)(c-0)2 (*‘*)
cla? — b2 — ¢ + 2t2]b = 3% 4+ (12 — 2c7)b2. (w2ex)

En remplagant b? par sa valeur donnée par (+++) dans (#+++), nous obtenons

at?c® 4 B(ac + 13)(c — a)® — 2(ac + 13)(c — a)*c?
ac® + (ac+ !E)(c —a)? —a(a? +213)c

E(ac +3)(c—a)’ = [ ],' M

Comme a, {, et {3 sont connus, nous pouvons résoudre () avec Mathe-
matica pour obtenir c.

Si I’équation (}) n’a pas de racine positive, le probléme est impossible
(il n’y a pas de triangle qui satisfait aux conditions du probléme).
Application numérique: soient a = 5cm, {5 = 8v21cmet ty = i}?cm.

Nous pouvons constater que ¢ = 8 est une racine de (}). Donc, ¢ = 8 cm
et, avec (*#+), b= Tcm.

Vérification: le lecteur peut facilement constater que le triangle (a, b, c)
satisfait a toutes les conditions du probléme.

Exercice 205)
Méthode algébrique

Nous commengons par écrire le systéme d’équations non linéaires sui-

vant:
() - Joe=t 2

[(a i b)ﬂ - l] ab =t2. (*%)

Avec (*) et (*+), nous obtenons

o _ (act (e —a)? -
ac
[ —b% —a® +2t2b = (1:-_0_232_) b? + at?. (##2%)

En remplagant b? par sa valeur donnée par (**+) dans (#x++), nous obtenons

[!3 = 232](06 + tf)(c - G)’ 4 aatzg ]2.

2a%¢? — [(c — a)ta)? — 2a(a? — £2)c (t)

lc‘E(«:t: +t3)(c—a)’ =
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Comme a, t) et t. sont connus, nous pouvons résoudre (1) avec Mathe-
matica pour obtenir ¢.

Si 'équation () n’a pas de racine positive, le probléme est impossible
(il n’y a pas de triangle qui satisfait aux conditions du probléme).

Application numérique: soient a = 5em, t, = 4 cm et . = 5/21 em.

Nous pouvons constater que ¢ = 8 est une racine de (). Donc, c = 8 cm
et, avec (**x), b= Tcm.

Vérification: le lecteur peut facilement constater que le triangle (a,b,¢)
satisfait & toutes les conditions du probléme.

Exercice 206)
Méthode du probléme déja résolu

Comme a = 2Rsin a, nous connaissons a, a et {, et nous savons déja
comment résoudre ce probléme (voir exercice 33).

Discussion: le probléme posséde 0 ou 1 solution.
Exercice 207)
Méthode du probléeme déja résolu

Comme a = 2Rsin a, nous connaissons a, a et t; et nous savons déja
comment résoudre ce probléme (voir exercice 34).

Discussion: le probléme posséde 0, 1 ou 2 solutions.
Exercice 208)
Méthode algébrique

Nous commencgons par écrire le systtme d’équations non linéaires sui-
vant:

b + ¢ — eccosa = a? (*)
2bcsinar/2 2 _ (2bcsina/2)?2
Iﬁ = Cl —2 " (b e c) = ( i ) (**)
tan 0‘/2 — — o 0’/2 = 2r 3 (***)
P=8 Ji-selepz Stec—e
2r\/1 —sgin‘a/2
De (*#*#), nous obtenons b+ ¢ = a + ! . (wnnx)

sin o /2
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Nous pouvons écrire (*) comme
(b - ¢)? + 2be(1 — cosa) = a’.

Comme 1 — cosa = 2sin® a/2, et avec (*+), 'équation ci-dessus devient

(9 + 2209 - (77msrg) =0 =
\/t2sin? & a? —t2 gin
= le= oyt ol i 0/2. (wxxnx)

2sin arf2
Nous pouvons écrire (%) comme
(b+ ¢)? = a? + 2be(1 + cos a).

Comme 1+cosa = 2(1—sin? a/2) et, avec (#+**) et (+++#%), nous obtenons

ta(1 — 2?)(V1222 + a2 — taz)z = 2rfazV/1 — 22 + (1 —2%)], (1)

ol z = sin af2.

Comme a, {, et r sont connus, nous pouvons résoudre ({) avec Mathe-
matica pour obtenir z.

Si I’équation (f) n’a pas de racine positive, le probléme est impossible
(il n’y a pas de triangle qui satisfait aux conditions du probléme).

Application numérique: soient @ = 5¢cm, t; = 8v2lcmet r = V3 em.

Nous pouvons constater que z = @ est une racine de (1), aprés quoi
nous obtenons b = Tcm et ¢ = 8cm.

Vérification: le lecteur peut facilement constater que le triangle (a,b,c)
satisfait 4 toutes les conditions du probléme.

Exercice 209)
Méthode algébrique

Nous commengons par écrire le systéme d’équations non linéaires sui-

| 2y et @

a—=¢

(p—a)p—b)(p—c) _, »
\/ - =", ()
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Avec (*) et (*+), nous obtenons

2 - (act )(c—a)?
ac

(%)

[ — b + a® —2ac— 4r?)b =
=d-ad® - (e+ a)b’ + (41" - a’)c i (n’ + 4:-")::. (3%x)

En remplagant b? par sa valeur donnée par (#++) dans (++##), nous obtenons

(ac+ '?c(‘ —a)? = [[(c - a)!a}’ g e {[a’c +(ac+ 3)(c—a)’]c +

—ac' —a'c+ [(ac+ ) (c — a)* + ac®)a — 4ar*(a + c)c}r. §))

Comme a, 1, et r sont connus, nous pouvons résoudre () avec Mathe-
matica pour obtenir .

Si I’équation () n’a pas de racine positive, le probléeme est impossible
(il n’y a pas de triangle qui satisfait aux conditions du probléme).

Application numérique: soient a = 5cm, t = %cm et r=+/3cm.

Nous pouvons constater que ¢ = 8 est une racine de (1). Donc, ¢ = 8 cm
et, avec (**x), b = Tcm.

Vérification: le lecteur peut facilement constater que le triangle (a, b, c)
satisfait & toutes les conditions du probléme.

Exercice 210)
Méthode algébrique

Nous commengons par écrire le systeme d’équations non linéaires sui-
vant:

b? + ¢? — 2bccos o = a? (*)
G - I
o S o

D fosa), v hloriig B e ek et Y (#344)

sin o /2
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Nous pouvons écrire (*) comme
(b—¢)? + 2be(1 — cosa) = a®.

Comme 1 — cosa = 2sin? /2, et avec (»+), I’équation ci-dessus devient
I - ata e
(be)? + £2(be) (mnaﬁ) =0 =

ta\/t3sin? a/2 + a? — 13 sin o /2 ( )

2sina/2

=35 be=

Nous pouvons écrire (x) comme
(b + ¢)? = a® + 2bc(1 + cosa).
Comme 1+ cos a = 2(1—sin? &r/2) et, avec (#++%) et (+**+), nous obtenons

ta(l — 2?)(V122? + a? — taz)z + 2rafaz /1 — 22 — ro(1 — 22)] = 0, (1)

ol z =sina/2.

Comme a, t, et r, sont connus, nous pouvons résoudre (}) avec Mathe-
matica pour obtenir z.

Si I’équation (1) n’a pas de racine positive, le probléme est impossible
(il n'y a pas de triangle qui satisfait aux conditions du probléme).

Application numérique: soient a = 5e¢m, &, = 8v/21 cm et r, = 2v/3cm.

Nous pouvons constater que z = 3@ est une racine de (t), aprés quoi
nous obtenons b= 7cm et ¢ = 8 em.

Vérification: le lecteur peut facilement constater que le triangle (a, b, c)
satisfait & toutes les conditions du probléme.

Exercice 211)
Méthode algébrique

Nous commengons par écrire le systeme d’équations non linéaires sui-

vant:
(2" - e ®

vie=a=-Up =) (s9)

p—b

e o ———
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Avec (x) et (), nous obtenons
2
¥+ (-tci — 2(:) b+ (t:2 - 2!3 — a’)b + tic =0 (%x)
b+ (a+ )b = [(c—a)? — 4rdlb — (c—a)c? +

+(a® —4rd)c—a(@® +4r]) = 0.  (sxx)

Comme a, t, et r sont connus, nous pouvons résoudre le systéme (##%)-
(*%#+) avec Mathematica, obtenant ainsi les deux ¢étés b et ¢ du triangle.

Application numérique: soient a = 5cm, t; = 8v/2l cmet ry, = lﬂ%ﬁ cm.

Nous pouvons constater que b = 7 et ¢ = 8 salisfont aux deux équations
du systéme. Donc, b = Tcm et ¢ = 8 cm.

Vérification: le lecteur peut facilement constater que le triangle (a, b, c)
satisfait & toutes les conditions du probléme.

Exercice 212)
Méthode algébrique

Nous commencgons par écrire le systéme d’équations non linéaires sui-

vant:
[( - )z—l]ﬂc=ff (x)

V= a=NE=9 __ (+4)
p—a -
Avec (*) et (»*), nous obtenons
2 _ (act )(c—a)? oot

ac
[(c+a)® =% —4r?lb =
= +ac® —(c—a)b? + (4r2 —a®)e — (a? +4rd)a.  (+#%x)

En remplagant b? par sa valeur donnée par (*#*) dans (+*+*), nous obtenons

(ac + )(c — a)? -
= [ac‘ — (c = a)[ac + )(c — a)? + afac® 4 (4r2 — a®)c — (a* + -ir,’,)cl]lt:]"1 )
(ac+ 6§)(c — a)? — a[(c + a)? + 4rl]c ;

Comme a, t; et r, sont connus, nous pouvons résoudre () avec Mathe-
matica pour obtenir c.
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Si I’équation (1) n’a pas de racine positive, le probléme est impossible
(il n’y a pas de triangle qui satisfait aux conditions du probléme).
Application numérique: soient a = 5cm, ty = § cm et ry =23 em.

Nous pouvons constater que ¢ = 8 est une racine de (}). Donc, ¢ = 8cm
et, avec (*##), b= Tcm.

Vérification: le lecteur peut facilement constater que le triangle (a,, c)
satisfait & toutes les conditions du probléme.

Exercice 213)
Méthode algébrique

Nous commengons par écrire le systéme d’équations non linéaires sui-

vant:
[(aic)’—nlams e

'\/P(P . ﬂ)(p b)(p = c) (**)
p—>b

Avec (%) et (**), nous obtenons
_ (@c+)(c—a)?

b?
[ — (c—a)® +4rflb =
=% —ac® — (c+a)b? + (4rf - a®)c + (a® + 4r)a. (#=%+)

(#%x)

En remplagant b? par sa valeur donnée par (*+#) dans (+++*), nous obtenons
p

(ac + t2)(c - a)? =
-2 [u = (c+ a)[ac + ](c — a)* — a[ac® — (47} —a®)c— (a® + 4r’)a]c] o

[(c = a)ts)? + 4aric

Comme a, t; et ry sont connus, nous pouvons résoudre () avec Mathe-
matica pour obtenir c.

Si I’équation (f) n’a pas de racine positive, le probleme est impossible
(il n’y a pas de triangle qui satisfait aux conditions du probléme).
Application numérique: soient a = Sem, ¢ = 3‘33 cmet ry = -JC cm.

Nous pouvons constater que ¢ = 8 est une racine de (f). Donc, ¢ = 8cm
et, avec (**+), b= Tem.

Vérification: le lecteur peut facilement constater que le triangle (a, b, c)
satisfait a toutes les conditions du probléeme.
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Exercice 214)
Méthode algébrique

Nous commengons par écrire le systéme d’équations non linéaires sui-

vant: i ae
[(a-—c) —l]ac=£§ (*)
VRP= =09 _, o
p—c e
7

Avec (%) et (++), nous obtenons

» = (ac+t3)(c—a)?

(#xx)
(6% — (c+a)® + 4r2b =
= +ac? - (c— a)b® + (4r2 — a?)c — (a? + 4r?)a. (k%)
En remplagant b? par sa valeur donnée par (###) dans (***x), nous obtenons
(ac+ B3)(c—a)*
ac i

- [ac‘ = (¢ — a)lac + t§](c — a)® + a[ac® + (472 — a®)c — (a® + 4r2 )a]c]2 ")
(ac+ t3)(c — a)? — a(c + a)?c + 4arZc %

Comme q, t; et r. sont connus, nous pouvons résoudre (1) avec Mathe-
matica pour obtenir c.

Si I’équation (}) n’a pas de racine positive, le probléme est impossible
(il n’y a pas de triangle qui satisfait aux conditions du probléme).

Application numérique: soient a = 5¢m, £ = % cmet r. = 5v/3cm.

Nous pouvons constater que ¢ = 8 est une racine de (t). Donc, ¢ = 8cm
et, avec (**#), b= Tcm.

Vérification: le lecteur peut facilement constater que le triangle (a, b, c)
satisfait & toutes les conditions du probléme.

Exercice 215)
Premier procédé - Méthode du probléeme déja résolu

Comme a = 2Rsina, nous connaissons a, a et r et nous savons déja
comment résoudre ce probléeme (voir exercice 40).

Deuxieéme procédé - Méthode de la figure auxiliaire

Le probléme est résolu si nous pouvons construire A BCJ (figure auxi-
liaire). Nous commengons avec le théoréme suivant, dii & Euler:
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Théoréme 14: La distance (d) entre les centres des cercles circonscril et

inscril dans un iriangle est donnée par la relation
OI =d=+/R(R-2r),

ot R et r sont les rayons des cercles circonscrit el inscril, respectivement.

Démonstration:
Soit la figure 71. La puissance du point I par rapport au cercle cir-

conscrit nous permet d'écrire:
TJA.-TD=1S-1T = (R—d)(R + d). (*)

Nous savons aussi que les points I, B, I, et C appartiennent 2 un méme
cercle dont le diamétre est T1,. Par conséquent, le centre de ce cercle est
le point D et TD = BD = CD.
Nous pouvons alors écrire ’équation (*) comme
JA.CD = R* - d°. (=)
En outre, les deux triangles rectangles AIZ et CDU sont semblables parce

que ZIAZ = LCUD. Donc,

ng—z— =3 TA-CD = 2Rr. (#2#)
DU C
Avec (+*x) et (**), nous avons
|

2Rr = R* - d*> = d*= R(R-2r).
Avec le résultat du théoréme 14 et la figure 71, nous avons deux pro-
priétés pour le point I:
i) sa distance d au point O vaut d = /R(R - 2r);
ii) sa distance & la droite qui contient les points B et C (droite 5)
vaut r.

D’oii la construction qui suit (voir figure 71):
i) sur une droite s quelconque, placer les points B et C tels que

BC =gq;
ii) construire le centre O du cercle circonscrit (O posséde deux
propriétés: O appartient & la médiatrice du segment BC et

BO = R), le cercle (¢,) circonscrit et le point D;
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iii) tracer la droite ¢ paralléle & la droite s et distante de celle-ci
d’une longueur r;

iv) du point O, avec une ouverture de compas égale & d, construire
un arc de cercle (¢3) et I € 1N éq;

v) si u est la droite définie par les points D et I, alors A € uNé;.

Discussion: le probléme posséde 0 ou 1 solution.

U ¢
A
(6] 1
4
AR
B C .
D
7, I
Figure 71

Pour obtenir d, nous faisons la construction auxiliaire montrée a la
figure 69, avec DA = R et DB = R — 2r; par conséquent,

DC = VR(R-2r)=d.

Observation: comme d? = R(R — 2r) > 0, nous avons r < R/2 et, avec
le résultat du théoréme 7 [item d), page 42], nous montrons que

. A :
sin — 8sin Esm Z <

1
2 B2 e
avec égalité dans le cas du triangle équilatéral (I = O et d = 0).
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Exercice 216)
Premier procédé - Méthode du probléme déja résolu

Comme a = 2Rsin a, nous connaissons a, a et r, et nous savons déja
comment résoudre ce probléme (voir exercice 42).

Deuxiéme procédé - Méthode de la figure auxiliaire

Le probléme est résolu si nous pouvons construire A BCI, (figure auxi-
liaire). Nous commengons avec le théoréme suivant:

Théoréme 15: Les distances (d,, dy, d.) entre les centres des cercles cir-
conscril el ezinscrils a un iriangle soni données par les relations

OI, = da = \/R(R + 2r,); Oy = dy = \/R(R + 2ny);
OI. = d. = \/R(R + 2r.),

ot R et vy, ry el r. sont les rayons des cercles circonscril et ezxinscrils,
respectivement.

Démonstration:

Soit la figure 71. Nous allons prouver que d2 = oL = R(R + 2r,), les
deux autres cas se prouvant de la méme fagon. La puissance du point I,
par rapport au cercle circonscrit nous permet d’écrire:

LA-T,D= (da + R)(ds — R). (%)

Nous savons aussi que les points I, B, I, et C appartiennent & un méme
cercle dont le diamétre est 71,. Par conséquent, le centre de ce cercle est
le point D et I,D = BD = CD.

Nous pouvons alors écrire I’équation (*) comme
IaA‘E_D_=d3—Rz. (*#)

En outre, les deux triangles rectangles Al,Z, et CDU sont semblables
parce que L I,AZ, = LCUD. Donc,

%3:1%—%{ = I,A-CD =2Rr,. (#=%)

Avec (*#) et (*++), nous avons

d - R*=2Rr, = &2=R(R+2r,). N
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Avec le résultat du théoréme 15 et la figure 71, nous avons deux pro-
priétés pour le point I,:
i) sa distance d, au point O vaut d, = /R(R + 2r,);
ii) sa distance & la droite qui contient les points B et C (droite 5)
vaut r,.
D’ot la construction qui suit (voir figure 71):
i) sur une droite & quelconque, placer les points B et C tels que
BC =a; -
ii) construire le centre O du cercle circonscrit, le cercle (¢,) cir-
conscrit et le point D;

iii) tracer la droite v paralléle & la droite s et distante de celle-ci
d’une longueur rg;

iv) du point O, avec une ouverture de compas égale a d,, cons-
truire un arc de cercle (¢3) et I; € v N @s;

v) si u est la droite définie par les points D et I,, alors A € uNég;.
Discussion: le probléme posséde 0 ou 1 solution.
Exercice 217)
Premier procédé - Méthode du probléme déja résolu

Comme a = 2Rsin a, nous connaissons «, a et ry et nous savons déja
comment résoudre ce probléme (voir exercice 43).

Deuxiéme procédé - Méthode de la figure auxiliaire

Le probléme est résolu si nous pouvons construire A BCI; (figure auxi-
liaire). Nous avons deux propriétés pour le point Iy:

i) sa distance dj au point O vaut dy = /R(R + 2n);
ii) sa distance a la droite qui contient les points B et C (droite
s) vaut ry.
D’ol la construction qui suit:
i) sur une droite s quelconque, placer les points B et C tels que
BC=a;
ii) construire le centre O du cercle circonscrit et le cercle (¢;)
circonscrit;
ili) tracer la droite ¢ paralléle a la droite s et distante de celle-ci
d’une longueur ry;
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iv) du point O, avec une ouverture de compas égale a dj, cons-
truire un arc de cercle (¢2) et I € t N ¢3;

v) LCBI, = p/2. Construire £f et si les droites s et u forment
LCBA =, alors A €EuN¢;.

Discussion: le probléme posséde 0 ou 1 solution.
Exercice 218)
Méthode du probléme déja résolu

Comme a, R et r, — r forment un datum, nous construisons K. Nous
connaissons a, R et r et nous savons déja comment résoudre ce probléme
(voir exercice 215).

Discussion: le probléme posséde 0 ou 1 solution.
Exercice 219)
Méthode du probléme déja résolu

Comme r, ry et hy forment un datum, nous construisons hy. Nous
connaissons a, hy et r et nous savons déja comment résoudre ce probleme
(voir exercice 161).

Discussion: le probleme posséde 0, 1 ou 2 solutions.
Exercice 220)
Méthode du probleme déja résolu

Comme r,, ry et h. forment un datum, nous construisons h.. Nous
connaissons a, h. et r, et nous savons déja comment résoudre ce probleme
(voir exercice 164).

Discussion: le probléme posséde 0, 1 ou 2 solutions.
Exercice 221)
Méthode du probléeme déja résolu

Comme a, R et ry + r. forment un datum, nous construisons R. Nous
connaissons a, R et ry et nous savons déja comment résoudre ce probléeme
(voir exercice 217).

Discussion: le probléme posséde 0 ou 1 solution.
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Exercice 222)

Méthode des figures semblables

Nous pouvons écrire
ah, = bhy = ch, (= 2S).

Ou, en divisant par h hy,

ou m = hshy/h.. Par conséquent, nous pouvons facilement construire le
segment m comme la quatriéme proportionnelle des trois hauteurs.

Le A ABC est semblable au A AB’C’ (troisieme cas de similitude des
triangles) ot B’C' = hy, AC' = h, et AB’ = m. Donc, nous pouvons
dessiner la forme (A AB’C’) du triangle cherché (voir exercice 128).

A

¢
H;\ s
C
T

B’

Figure 72

Nous construisons A AB’C’ et obtenons la droite s, la droite r (A € r
et r L ') et le point H,. Sur la droite r, nous marquons le point H, tel

que AH, = h, et, a partir du point H,, nous tragons la droite s (s || 5’) et
obtenons facilement les points B et C (voir figure 72).

Discussion: le probléme posséde 0 ou 1 solution.
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Observations:

i) la solution de ce probleme dépend de la construction du
A AB’'C'. Alors, nous devons avoir:

ha+hy>m>h,—hy
hah.

W e o8
WG h o b

ho + hp > > ha—hp

ii) une solution trés connue pour ce probléme (voir [24] et [25])
est la suivante:

1) construire A XY Z avec cotés z = hy, y = hp et z = h..

2) obtenir les hauteurs o, ¥’ et ¢'.

3) A ABC est semblable au triangle dont les cotés sont
a, b et

Cette solution a I'inconvénient de ne pas toujours permettre la construc-
tion du A ABC, méme si les donnés en permettent une.

Exemple: si h, = 156 mm, hy = 65 mm et h. = 60 mm, nous ne pourrons
pas construire AXYZ (hy > hy + h:) mais A ABC existe puisque m =
169mmet hea + hy > m > hy — h;.

Exercice 223)
Méthode de la figure auxiliaire

Le probléeme est résolu si nous pouvons construire A AM,D (figure
auxiliaire). Une analyse de la figure 73 nous montre que le point D (D, D)
posséde deux propriétés:

i) il appartient & ’arc capable (¢1) de 'angle droit sur le segment
AM,;
ii) sa distance au point M, vaut hy/2.

D’oti la construction qui suit (voir figure 73):

i) construire A A H,M,;

ii) construire le cercle ¢;. Du point M,, avec une ouverture de
compas égale & hy/2, construire un arc de cercle (¢2) et Dy
(D3) € ¢1 Néa;

iii) si r est la droite définie par les points H, et M, et 5(2), celle
définie par les points A et Dy (D), alors C; (C3) € r N (t);
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iv) du point M,, avec une ouverture de compas égale 3 M,C,
(M,C3), construire un arc de cercle (¢3(¢4)) et B, (B3) €
r N @3 (da).

Discussion: le probleme posséde 0, 1 ou 2 (A AB;C; et A AB;C;)
solutions.

A 1 '
D
¢2 1
D,
B, 63 Ha M, ﬁz Cy
Figure 73

Exercice 224)
Méthode de la figure auxiliaire

Le probléme est résolu si nous pouvons construire AM.D,E (figure
auxilaire). La figure 74 nous montre que le point D; (E) posséde deux
propriétés:

i) sa distance au point M, vaut h,/2 (hy/2);

ii) un observateur placé en D; (E) voit le segment CM, selon
un angle droit (D; (E) appartient a I’arc capable— ¢; — de
I’angle droit sur le segment CM,).

D’ol1 la construction qui suit:

i) sur une droite ¢ quelconque, placer les points C et M, tels que
CM, =mg;
ii) construire ¢;;

iii) du point M., avec une ouverture de compas égale a ha/2
(hs/2), construire un arc de cercle (¢; (¢3)) et D; (D;) €
$1N¢z et E € ¢y N¢a;

iv) tracer la droite s paralléle & la droite r (définie par les points
C et E) et distante de celle-ci d’une longueur h;;
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v) si ¢t (u) est la droite définie par C et D) (Dz), alors B; (B3) €
sNt(u).

Discussion: le probléme posséde 0, 1 ou 2 (A A;B;C et AA;B;C)
solutions.

Exercice 225)
Méthode algébrique

Nous notons que si hy = 83, => le triangle est isoctle =% hy = h,
et le probléme est résolu (nous connaissons h,, hy et h.). Par conséquent,
nous supposerons hy # h,.

Comme h,, s, et 1, forment un datum, nous pouvons calculer ¢,. Nous
écrivons maintenant le systéme d’équations non linéaires suivant:

2bccos a2
T s *)
2bcsina/2
b= CI =1 (*=)
Sachant que
b=nh./sinx

¢ =hy/sina,

et avec (*) et (*+), nous obtenons

: o hyh,
sina/2 = T (#%=)

e hihc
cosaf2 = b (Hxx)

Comme sin® a/2 4 cos? a/2 = 1, nous obtenons avec (##*) et (***+)
t
[s2+ 22— (527 We + 2malel - 2 + (W2 + £D) +
+ 2(sata)’] A2 — (hpsata)’> = 0. (1)

Comme hy, 8, et t, sont connus, nous pouvons résoudre () avec Mathe-
matica pour obtenir k..

Si I’équation (1) n’a pas de racine positive, le probleme est impossible
(il n'y a pas de triangle qui satisfait aux conditions du probléme).

Application numérique: soient h, = 4v/3cm, by = 39—.}5 cm et 8, =

i‘g cm.
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Figure 74
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Avec h, et 8, nous obtenons t, = 8v/21 cm et I’équation (}) devient

g—g-h: S %-ghz — 164h2 + 1600 = 0. 1)

Résolvant (1) avec Mathematica, nous obtenons deux racines positives,
lesquelles sont montrées ci-bas (avec six chiffres décimaux exacts):

he, = 4,3301270cm => a@;=5cm, by =7cm, ¢; =8cm

he, = 5,793555 1 cm.

Avec h,,, nous obtenons az, b et c3 (avec six chiffres décimaux exacts):
az = 5,908794 3 em by = 8,2723119cm ¢z = 7,0660116 cm

Vérification: le lecteur peut facilement constater que les triangles (a;, by,
c1) et (a3, by, c2) satisfont a toutes les conditions du probléme.

Exercice 226)
Méthode algébrique

Nous commengons par écrire le systéme d’équations non linéaires sui-
vant:

a = hy/siny (*)
b= hg/siny (#+)
2abcosy/2 o -

a+b
Comme siny = 28in J cos 7 et avec (*)—(+++), nous obtenons

. . hahy
sin 5= —-———(ha i

Nous pouvons alors calculer (et méme le construire géométriquement,
si nous connaissons la longueur du segment unitaire) I'angle 7/2, et ensuite
I’angle 7, aprés quoi le probléme est facilement résolu.

Discussion: le probléme posséde 0 ou 1 solution. \
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Exercice 227)
Méthode du probleme déja résolu

Comme h,, 8, et t, forment un datum, nous connaissons h,, hy et s,
et nous savons déja comment résoudre ce probléme (voir exercice 225).

Exercice 228)
Méthode algébrique

Nous commengong par écrire le systeme d’équations non linéaires sui-
vant:

a = hy/siny (*)
b=h,/siny (%%)
2absin v/2 3 il

|b—a
Comme siny = 2sin £ cos T et avec (#)-(*+%), nous obtenons

hghy
'hl & hb'tc 5

¥
cos 5 =

Nous pouvons alors calculer (et méme le construire géométriquement,
si nous connaissons la longueur du segment unitaire) ’angle v/2, et ensuite
I’angle v, aprés quoi le probléme est facilement résolu.

Discussion: le probléme posséde 0 ou 1 solution.
Exercice 229)
Méthode algébrique

Nous commengons par écrire le systéeme d’équations non linéaires sui-
vant:

25 = ah, = bhy => b= “:“ (%)
b
_ abc _ _ 2Rh,
28 = R =ity = = E (*#)
a=2Rsine =—> cosax = :E%t\/"iﬂz-az (1:1:1:)
2 el
a?=b2+c* - 2bccosa = cosa = b_-l-c_’__a (x%x)

2be
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Avec le systéme (s)—(#+##), nous obtenons
1- (:—:)’]’t‘ +4RP - SRR 4+ A + (2RM) =0, (1)

ou a= V1.

Comme h,, h; et R sont connus, nous pouvons résoudre () avec Mathe-
matica pour obtenir .

Si ’équation (}) n’a pas de racine positive, le probléme est impossible
(il n'y a pas de triangle qui satisfait aux conditions du probléeme).

Application numérique: soient h, = 4v3cm, hy = %@cm et R =

1\3@ cm.
L’équation () devient
576 4 s 2
Soptt +1026% — 047247 4+ 2560000 = 0. @)

Résolvant (}) avec Mathematica, nous obtenons (avec six chiffres déci-
maux exacts):

1;=25 = a;j=6cm = bj=Tcm et c¢; =8cm
ty = 30,597982843261 — az = 5,5315443 cm —>
7!13 40

by = — =17,7441621cm et ¢ = — = 17,2312536cm
5 as

Vérification: le lecteur peut facilement constater que les triangles (a,, b;,
c1) et (a3, by, c3) satisfont & toutes les conditions du probléeme.

La régle de Descartes nous dit que 1’équation (1) aura 2 ou 0 racines
positives. Donc nous avons la discussion suivante:

Discussion: le probléme posséde 0, 1 ou 2 solutions.
Exercice 230)
Méthode du probleme déja résolu

Nous savons que

Nous pouvons alors calculer (et méme construire) la hauteur h. et nous
nous retrouvons avec le probléme 222.

o e
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Pour construire h., nous commengons par construire le segment m tel
que
1 1 1 hahy

o i 8

i.e., m est la quatriéme proportionnelle entre les segments h, + hy, h, et
hy.

Ensuite nous faisons

mr

:hc= A
m-=r

> _r 3
r m
ie., h, est la quatrieme proportionnelle entre Ief segments m — r, m et r,
Discussion: le probléme posséde 0 ou 1 solution.
Exercice 231)

Méthode du probléeme déja résolu

Nous savons que h,, r, r, forment un datum (r = hgr,/[hs + 2r,)).
Nous obtenons r et nous nous retrouvons avec le probléme précédent.

Discussion: le probléme posséde 0 ou 1 solution.
Exercice 232)
Méthode du probléeme déja résolu
Nous savons que hg, ry, re forment un datum (ry = hor./[2r, — ha)).

Nous obtenons r;. Nous savons que hy, r, ry forment un datum (r =

hyry/[hs +2r3]). Nous obtenons r et nous nous retrouvons avec le probleme
230.

Discussion: le probléme posséde 0 ou 1 solution.
Exercice 233)
Méthode de la figure auxiliaire
La figure 75 nous montre que le probléme est résolu si nous pouvons

construire & AH,M,, (i = 1,2) (figure auxiliaire) et le point G; (barycen-
tre). D’ou la construction qui suit (voir figure 75):
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i) construire A AH,M,, o LAH,M,, = 90°, AH, = h, et
AM,, = m,. Placer le point G; sur le coté AM,, tel que
m = 2m¢/3;

ii) du point G;, avec une ouverture de compas égale & 31;‘4, cons-
truire un arc de cercle (¢;). Si r est la droite qui contient les
points H, et M,,, alors By € r N ¢;;

iii) placer le point C; € r tel que M,,Ci = M, B;.

A
J
Ga
Gy
X B\, o
Bz\ Mg,‘\ Y_Hc /Mﬂl Cl &
Ci

Figure 75

Discussion: le probléme posséde 0, 1 ou 2 (A AB;C; et A AB;C;)
solutions.

Exercice 234)
Méthode de la figure auxiliaire

La figure 76 nous montre que le probléme est résolu si nous constru-
isons le point G et A BM; D (figure auxiliaire) oii le point D posséde deux
propriétés:

i) sa distance au point M vaut h,s/2;

ii) un observateur placé en D voit le segment B M, selon un angle
droit (D appartient & 1'arc capable—¢; —de Iangle droit sur
le segment BM;).

D’oii la construction qui suit (voir figure 76):

i) sur une droite ¢ quelconque, placer les points B et M, tels que
BM, = m;. Placer G € g tel que BG = 2m,/3;

ii) construire ¢;. Du point M, avec une ouverture de compas
égale a h, /2, construire un arc de cercle (¢3) et D € ¢1 N é2;
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iii) du point G, avec une ouverture de compas égale & 2—';—‘, cons-
truire un arc de cercle (¢3). Si r est la droite définie par les
points B et D, alors C; € rN¢3 (1 =1,2);

iv) soit s; la droite définie par les points C; et M;. Placer le point
Aj € s; tel que MyA; = M,C;.

Ay Al
M,

@ -

¢
5 B
B Ca g4, CyD g
4
Figure 76

Discussion: le probléme posséde 0, 1 ou 2 (A A;BC; et AA;BC;)
solutions.

Exercice 235)
Méthode de I'intersection de deux lieux géométriques

La figure 67 de ’exercice 148 nous montre que le probléme est résolu
si nous construisons A AH,S, et le point O. Nous savons que le point O
posséde deux propriétés:
i) il appartient a la médiatrice (droite s) de BC;
ii) il appartient & la droite qui contient les points A et E (droite t).
D’ot la construction qui suit (voir figure 67):
i) construire A AH,S, ot LAH,S,=90°, AH, = h, et AS, =
85. Soit r la droite qui contient les points H, et S,. Placer
M, € r tel que AM, = m,. Mener a partir de M, une perpen-
diculaire (droite 8) & la droite r (s L r);
il) soit ¢ = LH,AS,. Construire la droite ¢ telle que si E € t,
alors LEAS, = p. Obtenir le point O (O € sNt). Du point O,
avec une ouverture de compas égale & OA, construire le cercle
circonscrit (¢) et B,C € rN¢.

Discussion: le probléme posséde 0 ou 1 solution.



210
Exercice 236)
Méthode algébrique

Nous commengons par écrire le systéme d’équations non linéaires sui-
vant:

csinf = h, (1)

200 + c?) — a® = 4m? (11)
2n¢::isf/2 =8 (111)

a?+ c® — 2accos B = b? / (1)
sin?f=1-cos® g (V)

cosf/2 = "l—*“;cﬁﬁ (VI)

Avec (III) et (VI), nous obtenons
[(a + c)ss]? = 2(ac)? .

cos f = 2ac)? (VII)
Avec (1), (V) et (VII), nous obtenons
a+ c)sp)? — 2(ac)?
[1 = ([( + )2(‘]“,:)3 2( ) )2](:3 = hi- (VIII)
Avec (1I), (IV) et (VII), nous obtenons
02 & 4C2 - 2{ [(ﬂ i '.':)SQ]2 e 2(!‘]0)2} = 4mz (lx)

ac

Comme hg, mq et 8 sont connus, nous pouvons résoudre le systeme
(VIII)~(IX) avec Mathematica pour obtenir a et c et ensuite b.

Exercice 237)
Méthode algébrique

Nous commengons par écrire le systéme d’équations non linéaires sui-
vant:

bsiny = hq (1)

2(a? + ¢?) — b = 4m] (1)
e u:_:brfif o ()

a® 4+ b* — 2abcosy = ¢? (Iv)

sin?y = 1 — cos?7. (V)
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Avec (II), nous obtenons

a== 52—2C2+4mf.
2

Avec (III) et (VI), nous obtenons
bz = 2(.‘2 + 4m§ 2
[ i Jbe=s2. (viI)
Avec (IV) et (VI), nous obtenons
2 _ (302 —4c? + 4m})?
Y= BT —2c + AmR)p?
Avec (1), (V) et (VIII), nous obtenons
[l __ (30 — 4c + 4m})?
8(b% — 2¢2 + 4m?)b?

Comme h,, my et s, sont connus, nous pouvons résoudre le systéme
(VII) et (IX) avec Mathematica pour obtenir b et c et ensuite a.

(VI)

(V1)

4

]b’ = K2, (1X)

Exercice 238)
Méthode algébrique

Nous commengons par écrire le systéme d’équations non linéaires sui-
vant:

csinf=h, - M
2a® + c?) — b% = dm} (1)
b2
ac — -(-:Tj)-i =47 (11m)
a? + ¢ — 2accos f = b? (1v)
sin? f =1 - cos? B (V)
Avec (I) et (V), nous obtenons
h! - hz

cos’ﬁ:l—c—;=c = 2, (V1)

Avec (II), (IV) et (VI), nous obtenons
(a® + ¢® — 4m?)? — 4(c? — h?)a® = 0. (V1)

Avec (II) et (IIT), nous obtenons
[1 _ 2(a® +¢%) —4m}
(a+¢)?

Comme h,, m; et s sont connus, nous pouvons résoudre le systeme
(VII)~(VIII) avec Mathematica pour obtenir a et c et ensuite b.

]ac -5 =0. (vir)
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Exercice 239)

Méthode algébrique
Nous commengons par écrire le systéme ;i’équations non linéaires sui-
vant:

bsiny = h, (I

2(a® + ¢®) — b? = 4m} (11)
2ab 2

-“—af%i"i’— - (1)

a? + b? — 2abcosy = ¢* (v)

sin’y =1—cos®y (V)

cosy[2 = 1’1—.’-‘2:& (VD)

Avec (III) et (VI), nous obtenons

[(a + b)sc]? — 2(ab)?

cosy = 26 (vin)
Avec (I), (V) et (VII), nous obtenons
- (et X iz v
Avec (I1), (IV) et (VII), nous obtenons
4a? 452 2{[(a + b)sc]* — 2(ab)?} _ e (1X)

ab

Comme h,, m; et s. sont connus, nous pouvons résoudre le systéme
(VIIT)~(IX) avec Mathematica pour obtenir a et b et ensuite c.

Exercice 240)
Méthode du probleme déja résolu

Comme h,, 8, et t, forment un datum, nous connaissons h,, m, et 8,
et nous savons déja comment résoudre ce probléme (voir exercice 235).

Discussion: le probléme posséde 0 ou 1 solution.
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Exercice 241)
Méthode algébrique

Nous commengons par écrire le systeme d’équations non linéaires sui-
vant:

csinf = hg 1))

2(? + ¢®) — a® = 4m? - (1)
gf%“f:/?. =i (1)

a® 4 ¢? — 2accos f = b? (Iv)
sin? B =1—cos? (V)

sin B/2 = 1—";"';‘* (V)

Avec (IIT) et (VI), nous obtenons

ac)? — [(a - c)t3]?
cos f = %) 2(.1)2 i (Vi)

Avec (I), (V) et (VII), nous obtenons

[1 - (‘..’(tzc)2 ;(‘[‘(52— c)‘b]’)’]cz = h2, (V1II)

Avec (II), (IV) et (VII), nous obtenons

2{2(ac)® - [(a - c)ts)?} o

a? + 4¢? - = <t (1X)

Comme hg, m, et t, sont connus, nous pouvons résoudre le systéme
(VIIT)~IX) avec Mathematica pour obtenir a et ¢ et ensuite b.

Exercice 242)
Méthode du probleme déja résolu

Comme h,, s, et t, forment un datum, nous connaissons hga, my et s,
et nous savons déja comment résoudre ce probléme (voir exercice 237).
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Exercice 243)
Méthode algébrique

Nous commengons par écrire le systéme d’équations non linéaires sui-
vant:

csinf = h, (1)

2(a® 4 ¢?) — b* = 4m} (1)
= ()

a® + ¢? — 2accos f = b? (IV)
gin? 8 =1-—cos’f )

énpfl= 1_—;"‘-‘@. (VI)

Avec (III) et (VI), nous obtenons
2(ac)? — [(a — )ta)? .

cosfi = 3ac)? (VIT)
Avec (1), (V) et (VII), nous obtenons
ac)? = [(a - c)ts)?
ji- (2( )’ 2(5::)2 )ts] )’],,2 = k2. (Vi)
Avec (II), (IV) et (VII), nous obtenons
oty ML (O g (1x)

Comme h,, mp et t; sont connus, nous pouvons résoudre le systéme
(VIII)~(IX) avec Mathematica pour obtenir a et ¢ et ensuite b.

Exercice 244)
Méthode algébrique

Nous commengons par écrire le systéme d'équations non linéaires sui-

vant:

bsiny = h, (0]
2(a? 4 ¢*) — b* = 4m} (1)

2absiny/2 _
e =~ (111)
a® + b? — 2abcosy = ¢? (1v)
sin’y =1— cos’y (V)
Rhgf= =Y (vI)

2
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Avec (III) et TVI), nous obtenons

_ 2(ab)? — [(a — b)t.)? ‘

i 2(ab)? (¥
Avec (I), (V) et (VII), nous obtenons
[1- (2(“")2 ;(E:'); l')'!"],)2] b2 = A2, (Vi)
Avec (II), (IV) et (VII), nous obtenons
RTINE 1C d (70 ) B -

ab

Comme h,, m; et t. sont connus, nous pouvons résoudre le systéeme
(VII)—(IX) avec Mathematica pour obtenir a et b et ensuite ¢.

Exercice 245)
Méthode de I'intersection de deux lieux géométriques

La figure 67 de ’exercice 148 nous montre que le probleme est résolu
si nous construisons A A H, M, et le point O (centre du cercle circonscrit).
Nous savons que le point O posséde deux propriétés:

i) sa distance au point A vaut R;

ii) il appartient & la médiatrice (droite s) de BC.
D’ol la construction qui suit (voir figure 67):

i) construire AAH,M, ot LAH,M, = 90°, AH, = h, et
AM, = m,. Socit r la droite qui contient les points H, et
M,. Mener a partir de M, une perpendiculaire (droite 5) a la
droite r (s L r);

i) Du point A, avec une ouverture de compas égale a4 R, cons-
truire un arc de cercle (¢;) et O € sN¢;. Du point O, avec

une ouverture de compas égale & OA, construire le cercle cir-
conscrit (¢2) et B,C € rN ¢3.

Discussion: le probléme posséde 0 ou 1 solution.
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Exercice 246)
Méthode algébrique

Nous commengons par écrire le systéme d’équations non linéaires sui-
vant:

(8= “’2" = %”E‘) be = 2Rh, m
2(a® + ¢?) — b® = 4m} (In)
2Rsina=a (111)

b? + ¢ — 2becos & = a? (v)
sin? a = 1 — cos? a. (v)

Avec (I), nous obtenons
o 20 (V1)

c

Avec (II) et (VI), nous obtenons
(ac)? = 2(mpc)? + 2(Rha)? - c*. (VII)
Avec (I), (IV) et (VI), nous obtenons

c* — (ac)* + (ZRhG)’.

i~ 4Rh,c? (V1)
Avec (III), (V) et (VIII), nous obtenons
4 _ (ac)? a)?
e ( 4lthtc(=2m LY 2Rey - (ae)? = 0. -

Avec (VII) et (IX), nous obtenons
t* — (b2 4+ 2m?)t® + (2h2m} + m} — 2R?h2)% +
= [2(": - mf)(Rha)zlf * (Rha)4 =0, (1)

ol c= V1.

Comme h,, m; et R sont connus, nous pouvons résoudre () avec Mathe-
matica pour obtenir ¢.

Si I’équation (1) n’a pas de racine positive, le probléme est impossible
(il n’y a pas de triangle qui satisfait aux conditions du probléme).

Application numérique: soient h, = 4v/3cm, my = @cm et R =
%@cm.
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L’équation (1) devient
] z% o4 4110689tz + 24696t + 614656 = 0. 69)

Résolvant (1) avec Mathematica, nous obtenons (avec six chiffres déci-
maux exacts):

t‘

tj =64 = ¢y=8cm = a;=5cm et b;=Tcm

t = 60,080869581759 = c, = 7,7511850cm —>

by = E;—ﬁ- =7,2247017Tcm et ap = 5,5242455cm
2

Vérification: le lecteur peut facilement constater que les triangles (a;, b,
c1) et (ag, ba, e3) satisfont & toutes les conditions du probléme.

Exercice 247)
Méthode de I'intersection de deux lieux géométriques

Comme h,, r et r, forment un datum, nous pouvons obtenir r,. La
figure 57 de I'exercice 122 nous montre que le probléme est résolu si nous
construisons A AH, M, et les points D et O.

Nous savons que le point D posséde deux propriétés:

i) sa distance au point M, vaut (r, —r)/2;
ii) il appartient 4 la médiatrice (droite s) de BC.

Quant au point O, il posséde deux propriétés:

i) il appartient a la médiatrice (droite s) de BC;
ii) il appartient & la médiatrice (droite t) de AD.
D’oti la construction qui suit (voir figure 57):

i) obtenir rq (ra = 5=23:) et construire la longueur £ telle que
(= (ra—1)/2;

ii) construire AAH,M, ot LAH,M, = 90°, AH, = h, et
AM, = m,. Soit g la droite qui contient les points H, et
M,. Mener a partir de M, une perpendiculaire (droite 5) a la
droite ¢ (s L ¢);

iii) Du point M,, avec une ouverture de compas égale a £, cons-

truire un arc de cercle (¢;) et D € s N ¢;. Construire la
médiatrice (droite t) de AD et O € sNi. Du point O, avec

une ouverture de compas égale & OA, construire le cercle cir-
congcrit (¢3) et B,C € ¢ N ¢2.

Discussion: le probléeme posséde 0 ou 1 solution.
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Exercice 248)
Méthode algébrique

Nous commengons par écrire le systéme d’équations non linéaires sui-
vant:

a? 4+ ¢ — 2accos B = b? (1)
2a® + %) — b® = 4m} (1)
csinf = h, (111)
sin? f = 1 — cos’ . (v)
Avec (1) et (II), nous obtenons
e +a? —4m?\?
2 B b
B ( 2ac ) ’ V)
Avec (III), (IV) et (V), nous obtenons
cz + a’ ol 4m§ 2 2 2
R s e (VD)
Maintenant nous écrivons le systéme d’équations non linéaires suivant:
2Rh, = be
: = o= 2hs (VII)
2Rsina =a .
o l1—cosa _ 2r - 14 cosax
tanE = 1/ T 1T = b+c= a+2r‘f e (VIIT)
b? + ¢? — 2bccosa = a® (IXa)
(b + ¢)? — 2be(1 + cos @) = a* (IXb)
sin a
tan 0‘,2 = m (X)
Avec (VII)—(VIII) et (IXb)~(X), nous obtenons
= 2 _ 4t
b [(ha 29*)::]2 4r . (XT)
[(ha = 2r)a]” + 4r*
Avec (II), (VII) et (IXa), nous obtenons
a® +3¢% — 4m? = 2h, ——a. (X11)
sin &
Comme sin? & = 1 — cos? a et avec (XI) et (XII), nous obtenons
h2{ [(ha — 2r)a]® - 4r*}?
9¢! + 6(a? — 4m2)c? + (a2 — 4m?)? = allth 20 “4r) (XIII)

[2(ha — 2r)r?)”

Comme h,, m; et r sont connus, nous pouvons résoudre le systéme (VI)
et (XIII) avec Mathematica pour obtenir a et c et ensuite b.

f J
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Exercice 249)
Méthode du probleme déja résolu

Comme h,, r et r, forment un datum, nous connaissons h,, m, et r et
nous savons déja comment résoudre ce probléme (voir exercice 247).

Discussion: le probléme posséde 0 ou 1 solution.
Exercice 250)
Méthode de l'intersection de deux lieux géométriques

Comme h,, r; et r, forment un datum, nous pouvons obtenir r.. La
figure 57 de I’exercice 122 nous montre que le probléme est résolu si nous
construisons A AH, M, et les points U et O.

Nous savons que le point U posséde deux propriétés:

i) sa distance au point M, vaut (ry +r.)/2;
ii) il appartient & la médiatrice (droite s) de BC.

Quant au point O, il posséde deux propriétés:

i) il appartient & la médiatrice (droite s) de BC;
i) il appartient & la médiatrice (droite t) de AU.
D’ot la construction qui suit (voir figure 57):

i) obtenir r. (r. = i;hlft) et construire la longueur £ telle que
= (ﬂl = rc)/Q;

ii) construire AAH,M, ou LAH,M, = 90°, AH, = h, et
AM, = m,. Soit ¢ la droite qui contient les points H, et
M,. Mener & partir de M, une perpendiculaire (droite s) & la
droite ¢ (s L g);

iil) Du point M,, avec une ouverture de compas égale a ¢, cons-
truire un arc de cercle (¢,) et U € sN ¢;. Construire la
médiatrice (droite t) de AU et O € sNt. Du point O, avec

une ouverture de compas égale a OA, construire le cercle cir-
conscrit (¢2) et B,C € gN ¢a.

Discussion: le probléme posséde 0 ou 1 solution.
Exercice 251)
Méthode du probléme déja résolu

Comme h,, r et r, forment un datum, nous connaissons h,, m; et r et
nous savons déja comment résoudre ce probléme (voir exercice 248).



220

-

Exercice 252)

Méthode algébrique

Nous commengons par écrire le systéeme d’équations non linéaires sui-
vant:

csinf = h, (M
2(a® + ¢?) — b* = 4m} (I1)
a® + ¢ —2accos B = b? (111)
_ [l—cosf  2n
tan 8/2 = vy Do (Iv)
cos?f=1—sin?p (V)

Avec (II) et (III), nous obtenons

_4m}—-a?*-¢* 24 (62 +c?—4mly?
cosﬂ_T=>cos ﬁ_(T)' (V1)
Avec (I), (V) et (VI), nous obtenons
(a® + ¢ — 4m})? = 4(c* — h2)a®. (VID)
Avec (IV) et (VI), nous obtenons
(a+c)?—dm] ar?
4m —(a—¢)? ~ (a+b+¢)?’ Al
Avec (II), nous obtenons
b= /2(a? +¢?) — 4m]. (1X)

Comme h,, my et r; sont connus, nous pouvons résoudre le systéme
(VII)~(IX) avec Mathematica pour obtenir a, b et c.

Exercice 253)
Méthode du probleme déja résolu

Comme h,, rp et r. forment un datum, nous connaissons h,, m; et ry
et nous savons déja comment résoudre ce probléeme (voir exercice 252).
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Exercice 254)
Méthode algébrique

Nous commengons par écrire le systéme d’équations non linéaires sui-
vant:

esinf =h, => (1 —cos® f)c® = h? m
a’>+c® —2accosf =0 = mﬁ:# (11)
be — (—b";%; =8l (1)
ac— % = s}. (IV)
Avec (1) et (11), nous obtenons
- (T ®

Comme h,, s, et s, sont connus, nous pouvons résoudre le systéme
(I11)—(V) avec Mathematica pour obtenir a, b et c.

Exercice 255)
Méthode algébrique

Nous commengons par écrire le systéme d’équations non linéaires sui-
vant:

[1 - ( 2ac ) ]c =8 U

[1- (a+ c) ]ac._.s, (m

[1 . (‘l i b)zlab =2 (1)

Comme h,, sp et s, sont connus, nous pouvons résoudre le systéme
(I)-(111) avec Mathematica pour obtenir a, b et c.

Exercice 256)
Datum

Comme h,, s, et t, forment un datum, le probléme est impossible ou
indéterminé.
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Exercice 257)
Méthode algébrique

Nous commengons par écrire le systéeme d’équations non linéaires sui-

vant:
csin B = h,
afbe o
i T T e
2acsin /2 -
la—c

a? + ¢® - 2accos B = b?
gin? f=1-cos?p

ginf/2 = ’1_—_1:05_,6
2
Avec (II), nous obtenons

Lo \/(bc - sﬁb)c(b + c)’_

Avec (III) et (VI), nous obtenons

_ 2ac)® - [(a = c)ty)?
= 2(ac)? ’

Avec (I), (V) et (VIII), nous obtenons

ac)®’ — [(a—)ta]*\2) 2 .2
[1-(2( ) 2(5;2 o)) )’],,. = 2,

Avec (IV) et (VIII), nous obtenons

" e 2(ac)? _EI(: —o))? =

)
(m

(111)
()
V)

(VD)

(v

(Vi)

(1X)

(X)

Comme h,, 8, et t3 sont connus, nous pouvons résoudre le systeme (VII)

et (IX)-(X) avec Mathematica pour obtenir a, b et c.
Exercice 258)

Méthode du probléme déja résolu

Comme h,, s, et t, forment un datum, nous connaissons h,, 8, et 5; et
nous savons déja comment résoudre ce probléme (voir exercice 254).
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Exercice 259)
Méthode du probleme déja résolu

Comme h, 83 et t) forment un datum, nous connaissons h,, h; et s; et
nous savons déja comment résoudre ce probléme (voir exercice 225).

Exercice 260)
Méthode algébrique

Nous commengons par écrire le systéme d’équations non linéaires sui-
vant:

bsiny = h, 4]

ab’c 2
ac — m = 8} (I1)

2absiny/2

S t, (111)
a® +b% — 2abcosy = c2 (Iv)
siny = 1 — cos?y (V)
siny/2 = '—_;El (VI)

Avec (IIT) et (VI), nous obtenons

_ 2(ab)® — [(a = b)LJ?

cosy 3(ab)? (vi)
Avec (I), (V) et (VII), nous obtenons
b2 — - : 2.2
- 2 e vy
Avec (IV) et (VII), nous obtenons
- 2(ab)? — [(a — b)t.J
c= \/a=+b?- pr : (1X)

Comme h,, 83 et t. sont connus, noug pouvons résoudre le systéme (I
et (VIII)~(IX) avec Mathematica pour obtenir a, b et c.
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Exercice 261)
Méthode de l'intersection de deux lieux géométriques

La figure 67 de I'exercice 148 nous montre que le probléeme est résolu
si nous construisons A AH,S, et le point O. Nous savons que le point O
posséde deux propriétés:
i) sa distance au point A vaut R;
ii) il appartient & la droite qui contient les points A et E
(droite t).
D’oti la construction qui suit (voir figure 67):
i) construire A AH,S, oli LZAHyS, = 90°, AH, = hset AS, =
8,. Soit r la droite qui contient les points H, et Sq;
i) soit ¢ = LHaAS,. Construire la droite ¢ telle que si E €t
alors ZEAS, = ¢. Du point A, avec une ouverture de compas
égale & R, construire un arc de cercle (¢;). Obtenir le point O
(O € tN¢y). Du point O, avec une ouverture de compas égale
A R, construire le cercle circonscrit (¢2) et B,C € r N ¢a.

Discussion: le probléeme posséde 0 ou 1 solution.
Exercice 262)
Méthode algébrique

Nous commengons par écrire le systeme d’équations non linéaires sui-
vant:

ah, abe by

(s=_2_=ﬁ) be = 2Rh, )
csinf = h, (1K)

ab?
ac— (a—+:—)2 = s? (111)
a® + ¢* — 2accos f = b* (IV)
sin? 8 = 1 — cos? B. V)

Avec (I), nous obtenons

b 2‘?‘". (V1)

Avec (IHI) et (VI), nous obtenons

c(ac— 8})(a + c)* — (2Rha)?a = 0. A%1))
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Avec (IV) et (VI), nous obtenon;
c* + (ac)? - (2Rh,)"'.

cosfl = 903 (VIII)
Avec (II), (V) et (VIII), nous obtenons
Sy o - 2.2
G R

Comme h,, 53 et R sont connus, nous pouvons résoudre le systeme (VII)
et (IX) avec Mathematica pour obtenir a et c et ensuite b.

Exercice 263)
Méthode de I'intersection de deux lieux géométriques

La figure 77 nous montre que le probléme est résolu si nous pouvons
construire A AH,S,, le point I (centre du cercle inscrit) et les points de
tangence T;, (i = 2,3). Dol la construction qui suit (voir figure 77):

i) construire A AH,S, ot LAH,S, =90°, AH, = h, et AS, =
8q. Soit s la droite qui contient les points H, et S, et u, celle
définie par les points A et S;;

ii) tracer la droite ¢ paralléle & la droite s et distante de celle-ci
d’une longueur r, obtenant le point I (I € t Nu). Dessiner le
cercle inscrit (¢;) et I'arc capable de I’angle droit (¢;) sur le
segment AJ, obtenant ainsi les points T; (T; € ¢; N ¢2);

iii) si v, (i = 2,3) sont les droites définies par les points A et Tj,
alors BEsNuvzet C € sNujy.

Discussion: le probléme posséde 0 ou 1 solution.

A

O

X T

AT

a a C '

Figure 77
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Exercice 264)
Méthode algébrique

Nous commengons par écrire le systéme d’équations non linéaires sui-
vant:

a®+ ¢ — 2accos f = b? ()
ab?c
cginf = h, (111)
sin? § = 1 — cos? f. (IV)

Avec (I) et (IT), nous obtenons

a + ¢)s3)? — 2(ac)?
R s )2(‘(]“)2 .t v)

Avec (IIT), (IV) et (V), nous obtenons

[1- (Lot 2o Yo - e, V1)

Maintenant nous écrivons le systéme d’équations non linéaires suivant:

2Rh, = be ak
= be= — (vII)
sin a

2Rsina =a

a 1—cosax 2r 1+ cosa
t —_= F — 3 2 —
an2 V1+cosa b+c—a hfc=ait er—cosor (Vi

b? 4+ ¢? — 2bccosa = a? (IXa)

(b+ ¢)® — 2be(1 + cosa) = a? (IXb)
sin o

tanefl= T coea (X)

Avec (VII)~(VIII) et (IXb)~(X), nous obtenons

_ [(ha—2r)a)” —4r*

= [(ha - 21!‘)1::]2 +4rt (XI)
Avec (1I), (VII) et (1Xa), nous obtenons
(ac— 83)(a+¢c)* +ac® —a’c= 2ha e a?e. (X1I) |
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Comme sin® o = 1 — cos? a et avec (XI) et (XII), nous obtenons

2 —2r)a]? - 4r*
O O et B [
(X111)

Comme h,, 83 et r sont connus, nous pouvons résoudre le systéme (VI)
et (XIII) avec Mathematica pour obtenir a et c et ensuite b.

Exercice 265)
Méthode du probléme déja résolu

Comme h,, r et r, forment un datum, nous connaissons h,, s, et r et
nous savons déja comment résoudre ce probléme (voir exercice 263).

Discussion: le probléme posséde 0 ou 1 solution.
Exercice 266)
Méthode du probleme déja résolu
Avec les données du probléme, nous pouvons obtenir r. et tracer la
bissectrice extérieure menée du sommet A (droite u). Donc nous pouvons
placer Ij et I, sur u (noter que I et I, appartiennent aussi aux droites

distantes de celle qui contient les points H, et S, de r; et r., respectivement)
et le probléme est résolu (voir exercice 69).

Discussion: le probléme posséde 0 ou 1 solution.
Exercice 267)
Méthode du probléme déja résolu

Comme h,, r et r, forment un datum, nous connaissons h,, s; et r et
nous savons déja comment résoudre ce probléme (voir exercice 264).

Exercice 268)
Méthode algébrique

Nous commencgons par écrire le systéeme d’équations non linéaires sui-
vant:

a® 4 ¢® — 2accosf = b2 M
esinff = h, (1)
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sin? f=1- cos® § (1)
ab’c _ (ac—s})(a+c)?
ﬂ—m—83=?bz— :IC (]V)
ﬁ - 1- coaﬁ =l 2ry
i T | T MY T V)
Avec (I), nous obtenons
2 a8
= "_+2‘i_"_ (V1)
Avec (II), (III) et (VI), nous obtenons
a? + c? — b?\?
[1 - (T) ]c’ i (VII)
Avec (V) et (VI), nous obtenons
b? - (a—c)? _ 2ry  \?
(a+c)2—b’_(a+b+c)' i

Comme h,, 8 et ry sont connus, nous pouvons résoudre le systéme (I1V)
et (VII)-(VIII) avec Mathematica pour obtenir a, b et c.

Exercice 269)
Méthode du probléeme déja résolu

Comme hg, rp et r. forment un datum, nous connaissons hg,, 8) et ry et
nous savons déja comment résoudre ce probléme (voir exercice 268).

Exercice 270)

Méthode du probléme déja résolu

Comme h,, 8, et t, forment un datum, nous connaissons h,, s, et 1 et
nous savons déja comment résoudre ce probléme (voir exercice 257).

o m
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Exercice 271)
Méthode algébrique

Nous commengons par écrire le systeme d’équations non linéaires sui-
vant:

esinf = h, (1

sin §/2 = L:-;O.;ﬁ (111)
bsiny = hg )
2a|£:iil'b)i]2 o V)
siny/2 = . ;087. (VD)

Avec (II) et (III), nous obtenons

2ac)? ~ [(a = Jt)?

cos i = 3ac)? (vII)
Avec (V) et (VI), nous obtenons
2(ab)? — [(a — b)t.]?
cosy = (ab) 5 (.[;(;;3 )t (VIIT)
Avec (I) et (IV), nous obtenons
sin f = % et siny= %’- (IX)

Comme a = 180° — (8 +79) = cosa = sinfsiny — cos fcos vy, nous

obtenons, avec (IX),
2

cosa:zcg—-cosﬂcos'y. (X)
Nous écrivons aussi

b? + ¢ — 2becos o = a? (X1)

a? 4 ¢ — 2accos B = b? (XI11)

a? + b? — 2abcosy = 2. (XI11)

Comme h,, t, et t. sont connus, nous pouvons résoudre le systéme (VII)-
(VIII) et (X)—~(XIII) avec Mathematica pour obtenir a, b et c.
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Exercice 272)
Méthode du probléeme déja résolu

Comme h,, 8, et i, forment un datum, nous connaissons h,, 8, el R et
nous savons déja comment résoudre ce probléme (voir exercice 261).

Discussion: le probléme posséde 0 ou 1 solution.
Exercice 273)
Méthode algébrique

Nous commengons par écrire le systéme d’équations non linéaires sui-
vant:

ah, abe
(s =2 = ﬁ) be = 2Rh, m
¢sinf = h, (11)
2————“;’:’1’? == (1)
. 1—cosf
sin /2 = "—2——— (1v)
a® +¢® — 2accos f = b? (V)
sin? B =1 — cos? B. (V1)
Avec (I), nous obtenons
b= 2“1"“. (VII)
Avec (IIT) et (IV), nous obtenons
cos p= 22 e ot (v
Avec (1), (VI) et (VIII), nous obtenons
2(ac)’ - [(a— W\ 2 _ 42
e ] (1)
Avec (V), (VII) et (VIII), nous obtenons
iy - e = lla - IF _ (2R, (X)

Comme hg, tp et R sont connus, nous pouvons résoudre le systeme (I1X)
et (X) avec Mathematica pour obtenir a et c et ensuite b.
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Exercice 274)
Méthode du probleme déja résolu

Comme h,, 8, et t, forment un datum, nous connaissons h,, s, et r et
nous savons déja comment résoudre ce probléme (voir exercice 263).

Discussion: le probléme posséde 0 ou 1 solution.
Exercice 275)
Méthode algébrique

Nous commencgons par écrire le systeme d’équations non linéaires sui-

vant:
csin 8 = h, 4))
2acsin §/2 _
T_—'—EI— =1 (")
sin §/2 = 1/# (111)
sin® 8 = 1 — cos® g. (1V)

Avec (II) et (111), nous obtenons

e 2(ac)? — [(a— c)t,,]z-

cos 8 2ac)? (V)
Avec (1), (IV) et (V), nous obtenons
[1- (2(ac)’ ;(E;Sz_ gl )]e? = az. (V1)

Maintenant nous écrivons le systéme d’équations non linéaires suivant:

a’ +¢? — 2accos B = b2 (VII)

g 1—cosf 2r 1+4cosp
- = = = b= - —_— .
tan2 l4+cosfp a+c—b Fe Qr\fl-cosﬁ (Vi)

Avec (V) et (VII)-(VIII), nous obtenons

(2ac)’ — [(a— P’ |2
=g ) - 0%

Comme h,, t3 et r sont connus, nous pouvons résoudre le systéme (V1)
et (IX) avec Mathematica pour obtenir a et c et ensuite b.

atc—2r

il 2(ac)? — i(ca - o)ty)? _ (

S S
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Exercice 276)
Méthode du probléme déja résolu

Comme h,, 8, et 1; forment un datum, nous connaissons h,, 8, et rq
et nous savons déja comment résoudre ce probléme (voir exercice 265).

Discussion: le probléme posséde 0 ou 1 solution.
Exercice 277)

Méthode du probleme déja résolu

Comme h,, 8, et t, forment un datum, nous connaissons h,, 8, et r et
nous savons déja comment résoudre ce probléeme (voir exercice 266).

Discussion: le probléeme posséde 0 ou 1 solution.
Exercice 278)
Méthode du probleme déja résolu

Comme hg, r et r, forment un datum, nous connaissons hg, {3 et r et
nous savons déja comment résoudre ce probléme (voir exercice 275).

Exercice 279)
Méthode algébrique

Nous commengons par écrire le systeme d’équations non linéaires sui-
vant:

csinf = h, M
2acsin /2
—Ia—_-_T =1 (1)

sinﬂ/z»:\/-l_‘-;ﬂ (1)
B_ [L—cosf _  2n
““E“\}1+.«.o-ﬂ'a+b+c' (1)

sin? f = 1— cos?f (V)
a® 4 c? — 2accos § = b, (VD)
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Avec (II) et (III), nous obtenons

2(ac)? — [(a — c)ty)? .

cos i = %(ac)? (VI)
Avec (I), (V) et (VII), nous obtenons
= |la—c)iy 2

1 (2L 2(5.:): By = (rah

Avec (IV) et (VII), nous obtenons

(a—ca  2n

(2ac)? —[(a—c)ts)?  a+b+c (X

Avec (VI) et (VII), nous obtenons
b? = . a? ¥ c? = 2(06)2 i [(ﬂ i c)n]i - (x)

ac

Comme h,, 1, et ry sont connus, nous pouvons résoudre le systéeme
(VII)~(X) avec Mathematica pour obtenir a, b et c.

Exercice 280)
Méthode du probleme déja résolu

Comme h,, ry et r. forment un datum, nous connaissons h,, t; et rp et
nous savons déja comment résoudre ce probléme (voir exercice 279).

Exercice 281)
Premier procédé - Méthode du probléeme déja résolu

Comme h,, r et r, forment un datum, nous connaissons r,. Avec le
datum a, R et r, — r, nous obtenons a. Nous connaissons alors a, hg et R
et nous savons déja comment résoudre ce probléme (voir exercice 158).

Deuxieme procédé - Méthode de la figure auxiliaire

Le probléme est résolu si nous pouvons construire A AH,I (figure auxi-
liaire). Nous commengons avec le théoréme suivant:

Théoréme 16: Les distances (da, dy et d.) entre les sommets A,BetC
et le centre I d’un triangle sont données par les relations

da = \/2R(hs — 2r); dy= V2R(hy = 2r); d.=+\/2R(h. - 2r),

ou R et r sont les rayons des cercles circonscrit et inscril, respectivement.
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Démonstration:

Nous allons prouver que d; = AT = /2R(h, — 2r), les deux autres cas

se prouvant de la méme fagon. Nous avons besoin du résultat préliminaire

suivant: T1, = 2¢/R(ra —r).

Démonstration:

Soit la figure 71 (voir aussi la figure 57). OD est la médiane du A OI1,.
Nous pouvons écrire:

0D = 3\/2(0T" +0L,") - TI.". (+)

Nous connaissons OT et 51’.2, données par les théorémes 14 et 15, res-
pectivement, et OD = R. Si nous mettons ces valeurs dans (%), nous

obtenons
I, =2/R(ra—r1). ®

Avec I'aide de la figure 78, nous pouvons dire que AAIP ~ A ALQ.

A

I—P

B S-T H,| C
Ia Q

Figure 78
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Si nous posons z = AT, nous pouvons écrire:

z hy—r

z+1I, hatra

Comme r, = rha/(hs — 2r), nous obtenons AT = /2R(h, — 2r). |
Avec AT connue, la construction du A AH,I est immédiate, aprés quoi
nous construisons facilement A ABC.

Discussion: le probléme posséde 0 ou 1 solution.

Observations:

i) avec les résultats présentés a la fin de I’exercice 15, nous au-

rions pu démontrer que 1T, = 2\/R(ry — r) de la facon sui-
vante: nous dessinons la figure 79, extraite de la figure 15:

Figure 79

Comme A I P} est un triangle rectangle, nous pouvons écrire

I =1P + 21,

Mais, TP = TyT] = BT] — BT} = b et PI, = ry — r. Donc,

Th2 = b2 + (ry — r)2.
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Le théoréme 10 nous dit que b% = (ry — r)(4R —(rs — f)) Par

conséquent,
I_.h = 2'\/ R(l'. -, I").

ii) soit la figure 57. OU est la médiane du A OI;1.. Nous pouvons
écrire:

oU = %\/2(5T.2+o_f¢’) ST *)

Nous connaissons OTp_ et O, données par le théoréme 15, et
OU = R. Si nous mettons ces valeurs dans (*), nous obtenons

I, = 2v/R(ry + r.).

De fagon similaire, nous démontrons que

I.I. = 2v/R(ra + r.)

Iy = 2\/R(rs + ).

Exercice 282)
Méthode du probleme déja résolu

Comme h,, r et r, forment un datum, nous connaissons h,, R et r et
nous savons déja comment résoudre ce probléme (voir exercice 281).

Discussion: le probléme posséde 0 ou 1 solution.
Exercice 283)
Méthode du probléme déja résolu
Comme h,, r3 et r. forment un datum, nous connaissons r.. Avec le

datum a, R et ry + r., nous obtenons a. Nous connaissons alors a, h, et R
et nous savons déja comment résoudre ce probléme (voir exercice 158).

Discussion: le probléme posséde 0 ou 1 solution.
Exercice 284)

Datum

Comme h,, r et ry forment un datum, le probléme est impossible ou
indéterminé.
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Exercice 285)

Méthode du probléeme déja résolu

Comme hy, r et ry forment un datum, nous connaissons hg, hy et r et
nous savons déja comment résoudre ce probléme (voir exercice 230).

Discussion: le probléme posséde 0 ou 1 solution.
Exercice 286)
Méthode du probléme déja résolu

Comme h,, r et r, forment un datum, nous connaissons hg, r et ry et
nous savons déja comment résoudre ce probléme (voir exercice 285).

Discussion: le probléme posséde 0 ou 1 solution.
Exercice 287)
Datum

Comme h,, 1} et r. forment un datum, le probléeme est impoesible ou
indéterminé.

Exercice 288)

Méthode de la figure auxiliaire

Soit la figure 80. Le probléme est résolu si nous pouvons construire le
point G et A ADM, (figure auxiliaire), ot My D = My M, (= a/2).

Une analyse de la figure 80 nous montrera que les diagonales du quadri-
latére ADCM., se coupent en leur milieu (point M;); donc, le quadrilatére
ADCM_. est un parallélogramme et AD = CM, = m.. En outre, le quadri-
latére BMy DM, est un parallélogramme aussi parce que nous savons que les
segments BM, et My D sont égaux et paralléles; donc, BM, = M, D = m;,.
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Nous connaissons alors les trois cotés du A ADM, et il peut étre construit
(voir exercice 128). D’ou la construction qui suit (voir figure 80):

i) construire A ADM, ol AD=m., AM, = m, et DM, = m;.
Placer le point G sur le segment M, A tel que M,G = M,A/3.
Soit r la droite définie par les points D et M,;

ii) tracer & partir du point G la droite s paralléle a la droite r.
Du point G, avec une ouverture de compas égale & 2m;/3,
construire un arc de cercle (¢;) et B € sN ¢;. Soit ¢ la
droite définie par les points B et M,. Du point M,, avec une
ouverture de compas égale a m, construire un arc de cercle

(¢2) et C €t N¢3.

Discussion: le probléme posséde 0 ou 1 solution.

A

B M, C

Figure 80

Observation: une étude de la figure 80 nous permet d’énoncer le théoreme
suivant:

Théoréme 17: Avec les médianes m,, my el m, du A ABC, nous cons-
iruisons un nouveau A ADM, el ses médianes AY, DX et M,Z (voir

figure 80). Alors

b; DX =

Y =

| e

c.

@ 7

| o
| G
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Démonstration:

Nous notons d’abord que DX est bel et bien une médiane du A ADM,
parce que X est le point d’intersection du segment M. M, D avec le segment
AM,. En outre, XM, = XM, = a/4. Par conséquent, MyD = 2Mp X et
My est le barycentre du A ADM,. Done

AY = AM;—{-M;Y:%-{-%:%b
DX = DM;-{-M{,X:-;—-{-%:%Q
MoZ = MoMy + MyZ = § + § = 3c. |

Observation: soient S, S’, S; et S, les aires des triangles ABC, ADM,,
DXA et DX M,, respectivement. Nous pouvons écrire

Semt Lo d s

Mg + my + me

§=38' = 3V/mim—m)m = m)(m—m) oi m= :

Exercice 289)
Méthode algébrique

Nous commengons par écrire le systéme d’équations non linéaires sui-

vant:
2(b% + ¢?) — a? = 4m? (N
2(a® + ¢®) — b = 4m} (I

2
- ﬁ??b:? = s2. (111)

Avec (I) et (II), nous obtenons

3 Iv)

Avec (III), (IV) et (V), nous obtenons
c?(8m3 + 4m] — 6¢?)[3¢? + 4m? — 4m? — 642)°
= 3[12¢* — (16m] + 8m} + 3s2)c? + 4(2m2 + m)s2)”. (1)

B .. o e
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Comme m,, m; et s, sont connus, nous pouvons résoudre (1) avec
Mathematica pour obtenir c.

Si I’équation (}) n’a pas de racine positive, le probléme est impossible
(il n’y a pas de triangle qui satisfait aux conditions du probléme).

Application numérique: soient m, = @ cm, my = @ cm et 85, =

M cm.

3
L’équation (1) devient
1458t* — 300465¢t> + 22006548t? — 658168128t + 6287855616 =0, (1)
oil ¢ = /1.

Résolvant (}) avec Mathematica, nous obtenons (avec six chiffres déci-
maux exacts):

t1j=64 => ¢;=8cm => a;=5cm et b =T7cm
t; = 53,669307470669 —> ¢ = 7,3259339cm —>
as = /153 — 2ty = 6,7573208cm et by = /177 — 2t = 8,346339 6 cm

Vérification: le lecteur peut facilement constater que les triangles (ay,
b1, 1) et (az, by, c2) satisfont a toutes les conditions du probleme.

Exercice 290)
Méthode algébrique

Nous commengons par écrire le systéme d’équations non linéaires sui-
vant:

2(6% + ¢?) — a® = 4m3 (1
2(a® + ¢?) — b% = 4m} (1)
ab— (;f_:)’ = &2 (111)
Avec (I) et (II), nous obtenons
e 4m3 + 8:1,’ — 6c? )
3= 8m3 + 4;"'3 = 6‘:2_ v)

Avec (III), (IV) et (V), nous obtenons
[4s2c? + 2a%b — 4(m? + mf)a:f]’I = a’b?[5c? + 252 — 4(m?2 + m})] e %))

Comme m,, m et s. sont connus, nous pouvons résoudre le systeme
(IV)-(VI) avec Mathematica pour obtenir ¢ et ensuite a et b.
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Exercice 291)
Méthode algébrique

Nous commengons par écrire le systéme d’équations non linéaires sui-
vant:

2(b* + ¢*) — a® = 4m? (1)
2(a” + ¢*) - b2 = 4m? an
Benel? 1 = sintapp= Lol
sina/2 = t?'ﬁ (V)
cosa = fi;bc—"“!. (V)
Avec (I) et (IT), nous obtenons

o = 4m? + S;nf — 6¢c? (V1)
p_ Bmi+ 4;:3 - 6c o

Avec (III), (IV) et (V), nous obtenons
2bc+a? =02 —c? = [—(-";':)‘—“]2. (VIII)

be

Comme m,, my et t, sont connus, nous pouvons résoudre le systéme
(VI)-(VIII) avec Mathematica pour obtenir c et ensuite a et b.

Exercice 292)
Méthode algébrique

Nous commencgons par écrire le systéme d’équations non linéaires sui-
vant:

4m?2 + 8m? — 6¢?

a? = 3 (n
p2 Bmat 4::‘;‘ — 6c? an
_ (a8t

2ab 4 ¢* — a® — b? (111)

ab

Comme m,, my et t. sont connus, nous pouvons résoudre le systéme
(I)—~(I11) avec Mathematica pour obtenir c et ensuite a et b.
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Exercice 293)
Méthode algébrique

Nous commengons par écrire le systéme d’équations non linéaires sui-
vant:
2(b? + c?) — a® = 4m? m
2(a® + ¢?) — b? = 4m} (1)
b? +¢c? — 2bccosa=a? => cos’a= (f_ﬂ)a (1)
- = 2bc
2 a?

a
s:na-mﬁma_l—m. (Iv)

Avec (I) et (II), nous obtenons

b___\/3d’+4(’;3-m5) V)
au \/4("13 =7 2;"3) — 3a? . (VD)

Avec (IIT)-(VI), nous obtenons
18¢3 — 9(8m? + 9R?)t? 4 8[9R?(m? + 4m?) — 4(m? + m?m} — 2mf)|t +
+ 16(8m2m3 — m? — 16m{)R? = 0, )]
oll a = /1.

Comme m,, my et R sont connus, nous pouvons résoudre (1) avec
Mathematica pour obtenir ¢ et ensuite a.

Si I’équation (}) n’a pas de racine positive, le probléeme est impossible
(il n’y a pas de triangle qui satisfait aux conditions du probléme).

Application numérique: soient m, = mcm, my = @cm et R =
1‘5& cm.
L’équation (t) devient
203 — 405¢* + 8039t — 180075 = 0. $3)

Résolvant (1) avec Mathematica, nous obtenons (avec six chifires déci-
maux exacts):

=20 = aj=5cm = bj=7Tcm et ¢; =8cm

356 — \/ 401

i3 = => a3 = 4,8338428cm —

by = 6,88229891:!11 et c; = 8,0508994cm

Vérification: le lecteur peut facilement constater que les triangles (a;,
by, c1) et (a3, bs, c7) satisfont & toutes les conditions du probléme.




243
Exercice 294)
Méthode algébrique

Nous commengons par écrire le systéme d’équations non linéaires sui-
vant:

2 e

e \/31: +4(";a m?) )
$= \/4(m3 + 2m?) — 3a? an

6

1—cosax 2r

tana/2 = Tiies Eie—a (111)

b 4+ ¢? - a?
“=Tge (V)

Avec (I)-(IV), nous obtenons

4(4bc + 4m? — a®)r? = (a® + 4bc — 4m?)[b+ c — a] o (V)

Comme m,, m; et r sont connus, nous pouvons résoudre le systéme
(I)—(II) et (V) avec Mathematica pour obtenir a et ensuite b et c.

Exercice 295)
Méthode algébrique

Nous commencons par écrire le systéeme d’équations non linéaires sui-
vant:

2 Y o

b \/30 + 4(m2 — mj) M

3

2 7\ _ 342

e J-i(m.1I + 2m}) — 3a (1)

6

_ [l—cosa _ 2r,

tanu/2-ﬂ1+ma_a+b+c (T11)

b2 +c? —a?
cosax = —256——- (lV)

Avec (I)-(IV), nous obtenons

4(4bc + 4m? — a®)r? = (a® + dbc — 4m?)[a + b+ ] (V)

Comme m,, m; et r, sont connus, nous pouvons résoudre le systéme
(I)=(IT) et (V) avec Mathematica pour obtenir a et ensuite b et c.
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Exercice 296)

Méthode algébrique

Nous commencgons par écrire le systéme d’équations non linéaires sui-

vant:
b= ¢3a2+4(’;3—m3) (I)
s ()

- ,l—cos-y_ 2r,
ngre= 1+cosy a+b+ec (1

a® b —¢?

oy = 2ab (%
Avec (I)-(IV), nous obtenons
4(a+b)?—cri=[c*—(a—b)[a+b+ r:]z. (v)

Comme m,, my et r. sont connus, nous pouvons résoudre le systéme
(I)-(IT) et (V) avec Mathematica pour obtenir a et ensuite b et c.

Exercice 297)

Méthode algébrique

Nous commencons par écrire le systeme d’équations non linéaires sui-
vant:

2(b? + ¢?) — a® = 4m? ()]

a’be
-(b—-"c)-z-zs (II)

2
- (:i—:)f =4, (1)

be

ac

Comme m,, 8, et 5 sont connus, nous pouvons résoudre le systéme
(I)—(11I) avec Mathematica pour obtenir a, b et c.
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Exercice 298)
Méthode algébrique

Nous commengons par écrire le systéme d’équations non linéaires sui-

vant:
2(? + ¢?) — a® = 4m] (D
ae - (—-j—) = )
abc? 2
ab— G (111)

Comme m,, s; et s, sont connus, nous pouvons résoudre le systéme
(I)—(11I) avec Mathematica pour obtenir a, b et c.

Exercice 299)
Méthode du probléme déja résolu

Comme h,, s, et t, forment un datum, nous connaissons h,, m, et s,
et nous savons déja comment résoudre ce probléme (voir exercice 235).

Discussion: le probléme posséde 0 ou 1 solution.
Exercice 300)
Méthode algébrique

Nous commengons par écrire le systéme d’équations non linéaires sui-

vant:
2(b* + ¢*) — a® = 4m3 (N
a®be 3
be — W = 8, (")
2acsin f/2 _ 2a%c® - [(a — o)ty
. - 2 ty = cosfi= 2a2¢3 (1IT)
a? 4 ¢® — 2accos § = b2, (V)

Avec (IIT) et (IV), nous obtenons

a® 4% — 2a%c? — [(a —e)ts]* _ b2.

V)

Comme m,, 8, et {3 sont connus, nous pouvons résoudre le systéeme
(I)—(11) et (V) avec Mathematica pour obtenir a, b et c.

ac
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Exercice 301)
Méthode algébrique

Nous commengons par écrire le systeme d’équations non linéaires sui-
vant:

2(6? 4+ ¢?) — a® = 4m? m
ac— f%:)—f =4 (Im)

2be sin o /2 2b%2¢2 — [(b — e)t,]?
'rc‘/ =i = cosa = 2[6(282 ) ] (I")
b? + ¢ — 2becosa = a’. (IV)

Avec (I1I) et (IV), nous obtenons

dag-Tr- [3 =l _ 2 (V)

Comme m,, 8 et 1, sont connus, nous pouvons résoudre le systeme
(I)—(11) et (V) avec Mathematica pour obtenir a, b et c.

Exercice 302)
Méthode du probleme déja résolu

Comme h;, s et 1 forment un datum, nous connaissons hy, m, et s
et nous savons déja comment résoudre ce probléme (voir exercice 237).

Exercice 303)
Méthode algébrique

Nous commengons par écrire le systéme d’équations non linéaires sui-
vant:

2% 4+ ¢?) — a? = 4m? (n
ab?c -
ac — m = 8 (II)
2absiny/2 _ _ 2a%? — [(a — b)t.]?
la—p T TS T ganpe (1m
a® 4+ b — 2abcosy = €. (1v)

Avec (III) et (IV), nous obtenons

a® + b2 - 270 E: = btf? = 2. (V)

Comme m,, 8 et t. sont connus, nous pouvons résoudre le systéme
(I)—(11) et (V) avec Mathematica pour obtenir a, b et c.
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Exercice 304)
Méthode algébrique

Nous commengons par écrire le systéme d’équations non linéaires sui-
vant:

2(b? + ¢?) — a® = 4m] 1))

be — (‘:l:_—b:)? = 33 (1N

2Rsina=a => sina= (-;E)z (1I1)

¥+ & —2ecosa=a® => co’a= (%‘i)’ @)
Comme 1 — sin® @ = cos? a, nous obtenons, avec (I1I) et (IV),

(4R? — a®)b2c? = [(b® + ¢ — a®)R]". 1))

Comme m,, 8, et R sont connus, nous pouvons résoudre le systéme
(I)—(I1) et (V) avec Mathematica pour obtenir a, b et c.

Exercice 305)
Méthode algébrique

Nous commengons par écrire le systeme d’équations non linéaires sui-
vant:

2(b? + ¢*) — a® = 4m? (1)
ab’c 2

ac— '('G—I-c)—: =8 (")

(4R? — a®)b?c? = [(b* + ¢* — a®)R]”. (1)

Comme m,, s et R sont connus, nous pouvons résoudre le systéme
(I)~(11I) avec Mathematica pour obtenir a, b et ¢c.

Exercice 306)
Méthode algébrique

Nous commengons par écrire le systéeme d’équations non linéaires sui-
vant:



2(b? + ¢?) - a® = 4m? ()
a’be

be— G =% (1)
tano/2=\[{Teme = Fre s ()
cosa = iﬁ—k_—"—z-. @av)
Avec (IHI) et (IV), nous obtenons
= () v)

Comme m,, 8, et r sont connus, nous pouvons résoudre le systéme
(1)-(11) et (V) avec Mathematica pour obtenir a, b et c.

Exercice 307)
Méthode algébrique

Nous commengons par écrire le systéme d’équations non linéaires sui-
vant:

200 + ¢%) - a® = 4m] (I
ac— (a—a_-:—gj-z- — 33 (Il)
a®—(b—c)? _ 2r )2
(b+¢)? —a? _(54.5_,,) - (111)

Comme m,, s et r sont connus, nous pouvons résoudre le systeme
(I)—(111) avec Mathematica pour obtenir a, b et c.

Exercice 308)
Méthode algébrique

Nous commengons par écrire le systeme d’équations non linéaires sui-
vant:

2(* 4+ ¢*) — a® = 4m? (n

a’be
b= ey = -
- 1-cosa _  2r, 1
g/ T l4cosa a+b+ec i
m‘,:bz_"'iz—_“i_ (1V)

2be
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Avec (III) et (IV), nous obtenons

a?—(b—c)* [ 2, \2
(b+c)’—a’_(a+b+c)‘ V)

Comme m,, 8, et r, sont connus, nous pouvons résoudre le systéme
(I)—(IT) et (V) avec Mathematica pour obtenir a, b et c.

Exercice 309)
Méthode algébrique

Nous commencons par écrire le systéme d’équations non linéaires sui-
vant:

26 + ¢?) — a® = 4m? (I
2,
be — ﬁ =8 (11)
= l—CDSﬂ _ 2r
B =\ T e~ avbte ()
a4 B
cosf= ———. (1V)

Avec (IIT) et (IV), nous obtenons

b? — (a —¢)? L) 2 \2
(a+c)=-5=‘(a+5+.:)' V)

Comme m,, 8, et ry sont connus, nous pouvons résoudre le systéme
(I)—(1I) et (V) avec Mathematica pour obtenir a, b et c.

Exercice 310)
Méthode algébrique

Nous commencons par écrire le systeme d’équations non linéaires sui-
vant:

200 +¢?) —a® = 4m? (1
ﬂbzc 2
ac — m—i = 8 (II)
a?—(b—c)? _ r, \?
(b+c)7—a'*‘_(a+b+c)' (D

Comme m,, 8 et r, sont connus, nous pouvons résoudre le systéme
(I)-(IIT) avec Mathematica pour obtenir a, b et c.
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Exercice 311)
Méthode algébrique

Nous commengons par écrire le systeme d’équations non linéaires sui-
vant:

2(5’ W c’) —at= 4mz M
ab?c
“arop )
b —(a—c)® 2r  \2 e
(u+c)’—b’_(a+b+c)' (1)

Comme m,, 8, et r; sont connus, nous pouvons résoudre le systéme
(I)~(I1I) avec Mathematica pour obtenir a, b et c.

Exercice 312)
Méthode algébrique

Nous commencons par écrire le systeme d’équations non linéaires sui-
vant:

2(% + ¢*) — a* = 4m? ()
ab’c
ac — (a_"_—c)a = 83 (Il)
c?—(a-b)? 2r. \?
(a+b)=-—c’“(u+b+c)' (i)

Comme m,, 8 et r. sont connus, nous pouvons résoudre le systéme
(I)-(III) avec Mathematica pour obtenir a, b et c.

Exercice 313)
Méthode algébrique

Nous commengons par écrire le systeme d’équations non linéaires sui-
vant:
2(6* + ) — a® = dm? ()

ﬁ\/bc(p = =t e "(;f)g',"' o T S

Vadp=ap-g =6 = “AEACZd g am

la — ¢l

Comme m,, t, et t; sont connus, nous pouvons résoudre le systéeme
(T)-(I1I) avec Mathematica pour obtenir a, b et c.
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Exercice 314)
Méthode algébrique

Nous commengons par écrire le systeme d’équations non linéaires sui-
vant:

2(6% + ) — a® = 4m? m
ac(b + c(; j)£;2+ b—c) L (I
ab(b + c(; j);(,;z-'. et/ (1)

Comme m,, t; et {, sont connus, nous pouvons résoudre le systéme
(I)—(111) avec Mathematica pour obtenir a, b et c.

Exercice 315)
Méthode algébrique

Nous commengons par écrire le systeme d’équations non linéaires sui-
vant:

2(b? + ¢?) —a’? = 4m? M
be(a+c—b)(a+b—c)

G=op =12 (1)

(abe)?

(2bc)? — (b2 + 2 — a?)? = R’ (111)

Comme m,, 1, et R sont connus, nous pouvons résoudre le systeme
(I)-(I11) avec Mathematica pour obtenir a, b et c.

Exercice 316)
Méthode algébrique

Nous commengons par écrire le systéme d’équations non linéaires sui-
vant:

2(% + ¢?) — a® = 4m? (1
ac(b+ c(; i),(_.;: b—c) =d (1)
fatel = R2. (111)

(2bc)? — (b2 + c2 — a?)?

Comme m,, 3 et R sont connus, nous pouvons résoudre le systéme
(I)~(111) avec Mathematica pour obtenir a, b et c.
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Exercice 317)
Méthode algébrique

Nous commengons par écrire le systétme d’équations non linéaires sui-
vant:

2(b? + ¢?) — a® = 4m? (1))

i a
3 e o ah

[a (?5 . z)g(i L ()

Comme m,, t, et r sont connus, nous pouvons résoudre le systéme
(I)=(11I) avec Mathematica pour obtenir a, b et c.

Exercice 318)
Méthode algébrique

Nous commengons par écrire le systtme d’équations non linéaires sui-
vant:

2b* + ¢%) —a® = 4m;] M

ac(b + c(: :"‘)E)“?"' i) 5 & (1m)
a2 — (b —c)? —a)?

[ ((bb +c2)2(i:: L, 5

Comme mg,, t3 et r sont connus, nous pouvons résoudre le systéme
(I)~(IIT) avec Mathematica pour obtenir a, b et c.

Exercice 319)
Méthode algébrique

Nous commengons par écrire le systeme d’équations non linéaires sui-
vant: )

2(b? + ¢?) — a® = 4m? (1)

e c(:f)gz-*- 229 i+ (I
a? - (b—c)? b+ c)?

e ()

Comme my,, 1, et r, sont connus, nous pouvons résoudre le systéme
(I)-(I11) avec Mathematica pour obtenir a, b et c.
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Exercice 320)
Méthode algébrique

Nous commengons par écrire le systéme d’équations non linéaires sui-
vant:

2(* + ¢®) — a® = 4m? 1))
bC(ﬂ +- C(;f)f;a‘F b— C) = ti (“)
Volezdleabrd ()

Comme myg, t, et ry sont connus, nous pouvons résoudre le systéme
(I)—(11I) avec Mathematica pour obtenir a, b et c.

Exercice 321)
Méthode algébrique

Nous commengons par écrire le systéme d’équations non linéaires sui-
vant:

2(6% + ) — a® = 4m? (1
acb+c—a)a+b—c) _
P =1} (1)
a? — (b—c)?)(a c)?
B a

Comme my,, I et r, sont connus, nous pouvons résoudre le systéme
(I)-(1IT) avec Mathematica pour obtenir a, b et c.

Exercice 322)
Méthode algébrique

Nous commengons par écrire le systéme d’équations non linéaires sui-
vant:

2(® + ¢?) — a® = 4m? M

e an
2 —(a—c)?*)(a 3

L = 1)]2(_1:’ -5 B ()

Comme m,, 1, et r sont connus, nous pouvons résoudre le systéme
(I)-(1IT) avec Mathematica pour obtenir a, b et c.

— —————————————————————————————
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Exercice 323)
Méthode algébrique

Nous commengons par écrire le systéme d’équations non linéaires sui-
vant:

2(b? + ¢?) — a® = 4m? ()]

ac(b+ c(: j)£;2+ b—c) — ¢ (1
c2 — (a—b)?(a c)?

e =X ” :l)],(_t:’ s B ) (1)

Comme mg,, i3 et r. sont connus, nous pouvons résoudre le systéme
(T)—(11T) avec Mathematica pour obtenir a, b et c.

Exercice 324)
Méthode algébrique

Nous commengons par écrire le systéme d’équations non linéaires sui-
vant:

2(b? + ¢?) — a? = 4m? )]

(abe)?
(2bc)? — (b2 + c? — a?)?

[a® — (b= ¢)?)(b + c — a)?
=4
(b+¢c)? — a?

=’ (In

r2. (111)

Comme m,, R et r sont connus, nous pouvons résoudre le systéme
(I)-(11T) avec Mathematica pour obtenir a, b et c.

Exercice 325)
Méthode algébrique

Nous commengons par écrire le systéme d’équations non linéaires sui-
vant:
2(b? + ¢?) — a® = 4m? M
(abe)?
(2bc)? — (b2 + ¢ — a?)?
2= (b—c)*l(a+d+c)® A
(b+¢c)? —a? -

= R? (I1)

rl. (111)

Comme mg, R et r, sont connus, nous pouvons résoudre le systéme
(I)-(11T) avec Mathematica pour obtenir a, b et c.
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Exercice 326)
Méthode algébrique

Nous commencgons par écrire le systéeme d’équations non linéaires sui-
vant:

2(52 + Cz) —a?= 4m2 (l)

(abc)? .

@B — B+ ()
B? = (a—0")(a+b+)? _
(a+¢)2—d L

ard. (111)

Comme m,, R et ry sont connus, nous pouvons résoudre le systéme
(I)-(11I) avec Mathematica pour obtenir a, b et c.

Exercice 327)
Méthode du probléme déja résolu

Comme hg,, r et r, forment un datum, nous connaissons h,, m, et r et
nous savons déja comment résoudre ce probléme (voir exercice 247).

Discussion: le probléme posséde 0 ou 1 solution.
Exercice 328)
Méthode du probleme déja résolu

Comme h;y, r et r forment un datum, nous connaissons hy, m, et r et
nous savons déja comment résoudre ce probléme (voir exercice 248).

Exercice 329)
Méthode du probleme déja résolu

Comme h,, r, et ry forment un datum, nous connaissons h., m, et rq
et nous savons déja comment résoudre ce probléme (voir exercice 252).

Exercice 330)
Méthode du probleme déja résolu

Comme hg, 3 et r. forment un datum, nous connaissons h,, mg et ry
et nous savons déja comment résoudre ce probléme (voir exercice 250).

Discussion: le probléme posséde 0 ou 1 solution.
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Exercice 331)

Méthode algébrique

Nous commengons par écrire le systéme d’équations non linéaires sui-
vant:

az
b (_5_;:_); = )
ek (ij;—"‘); s )
ab— (-a%‘;j; = &2 (111)

Comme s,, 8, et 8. sont connus, nous pouvons résoudre le systéme
(I)—(11I) avec Mathematica pour obtenir a, b et c.

Utilisant la théorie des systémes d’équations non linéaires (voir [21], par
exemple), on peut démontrer que (voir [18]) le systéme (I)-(III) posséde
toujours un el un seul point fire. Donc nous avons la discussion suivante:

Discussion: on peut construire toujours un et un seul triangle.

Observation: pour démontrer I’existence et I’unicité d’un point fixe pour
le systéme (1)—(1I1), les auteurs de [18] ont fait appel au résultat préliminaire
suivant:

btc=/a2+(p— b7 +/53 +(p— o). *)

Démontrons 1’égalité (*) (la démonstration qui suit nous a été envoyée
par L. Panaitopol, I'un des auteurs de l’article mentionné): nous savons
que 82 = bc — a?be/(b + c)?. Alors,

4a%be
483 = 4bc — '("'b'+—c)2
Soit § € {—1,1}, i.e., § = £1. Nous avons:
482 4 [a+ 6(b—¢c)]? = dbc — (::b)z +a% 4+ (b—¢)? + 26a(b - c)
482 +[a+ 60— = (b+c)’ + e (5 S ;’22 + 26a(b-¢)

0(5 )
462 +[a+ 60— = [p+c+ 65— +c].
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a(b—c)
b+c
Donc, pour § = 1 (équation (*%)) et § = —1 (équation (***)), on obtient:

Comme b+c>aetb+c> |b—¢|, il s’ensuit que b+c+ 6§ >0,

5+c+1(5b—_l-__c—c)=\/433+[a+b—c]’=2\/82+(p—c)’ (*+)
d+c~ %_:) =V4ds2 +[a—b+c]? =2\/s2 +(p—b)?, (+#+)

oll p= (a+ b+c)/2. Additionnant (*+) et (*++), nous avons:
bte=Val+(p-b)P+ Vi +(p-c)?. ™

Exercice 332)

Méthode du probleme déja résolu

Comme hg, 8, et t, forment un datum, nous connaissons h,, 5, et 53 et
nous savons déja comment résoudre ce probléme (voir exercice 254).

Exercice 333)

Méthode algébrique

Nous commengons par écrire le systéme d’équations non linéaires sui-
vant: '

a?be
Ot 52 (M
ab?c
ac — m — 83 (")

ab(b+c—a)(a+c—b) _
@by =t (111)

Comme s,, s et t. sont connus, nous pouvons résoudre le systéme
(I)~(I1I) avec Mathematica pour obtenir a, b et c.
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Exercice 334)
Méthode algébrique
Nous commengons par écrire le systéme d’équations non linéaires sui-

vant:

abe r

b= Grep = " 3

a 2
ac— f;-t_:)i =4 ()
(abe) =R (11)

(2bc)? — (b + ¢ — a?)?
Comme 84, 8y et R sont connus, nous pouvons résoudre le systeme
(I)-(111) avec Mathematica pour obtenir a, b et c.

Exercice 335)
Méthode algébrique

Nous commengons par écrire le systéme d’équations non linéaires sui-
vant:

a’be
S ®
ab?c — a
ac — m = 8 )
a? — (b—c)? c—a)?
IS

Comme s,, 53 et r sont connus, nous pouvons résoudre le systéme
(I)—(111) avec Mathematica pour obtenir a, b et c.

Exercice 336)
Méthode algébrique

Nous commengons par écrire le systéme d’équations non linéaires sui-
vant:

i a’be _ 2 I
HER e (M
2
ac — (fi—%; = sf (1)
= b~V Na 2
e (m)

Comme 8,, 85 et 74 sont connus, nous pouvons résoudre le systéme
(I)-(I11) avec Mathematica pour obtenir a, b et c.

I
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Exercice 337)
Méthode algébrique

Nous commengons par écrire le systéme d’équations non linéaires sui-
vant:

a®be 5
be — m =8, (l)
ab’c
ac — z;-':i:-c)—z = 83 (]I)
2 —(a-b)?(a c)?
o Wletbeal a

Comme s,, 5 et r. sont connus, nous pouvons résoudre le systeme
(I)-(11I) avec Mathematica pour obtenir a, b et c.

Exercice 338)
Méthode du probleme déja résolu

Comme h,, 8, et t, forment un datum, nous connaissons h,, s, et 1; et
nous savons déja comment résoudre ce probléme (voir exercice 257).

Exercice 339)
Méthode algébrique

Nous commengons par écrire le systéme d’équations non linéaires sui-
vant:

aZb
be— ﬁ e 33 (I)
ac(b + -~ E)ST B8 3 (1)
ab(b + c(: 2)'(5;-: c—b) _ 2, (111)

Comme s,, 3 et t. sont connus, nous pouvons résoudre le systeme
(I)—(11I) avec Mathematica pour obtenir a, b et c.

Exercice 340)
Méthode du probleme déja résolu

Comme hg, 8, et t, forment un datum, nous connaissons h,, s, et R et
nous savons déja comment résoudre ce probléme (voir exercice 261).

Discussion: le probléeme posséde 0 ou 1 solution.
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Exercice 341)
Méthode algébrique

Nous commencgons par écrire le systéme d’équations non linéaires sui-
vant:

a’bc .

“OtoE e (M
e 34 (1
(abe)” = R2. (111)

(2be)? — (B + 2 —a?)?

Comme 8,, t3 et R sont connus, nous pouvons résoudre le systéme
(I)—(111) avec Mathematica pour obtenir a, b et c.

Exercice 342)
Méthode du probléme déja résolu

Comme h,, 8, et t, forment un datum, nous connaissons h,, 5, et r et
nous savons déja comment résoudre ce probléme (voir exercice 263).

Discussion: le probleme posséde 0 ou 1 solution.
Exercice 343)
Méthode algébrique

Nous commengons par écrire le systéme d’équations non linéaires sui-
vant:

a?be 2
be — W = 8, ()
e tiog oy ()
[ - (b—))b+c—a)® _,,
it = 4r2. (1)

Comme 84, tp et r sont connus, nous pouvons résoudre le systéme
(I)—(I11) avec Mathematica pour obtenir a, b et c.
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Exercice 344)
Méthode du probleme déja résolu

Comme h,, 8, et t; forment un datum, nous connaissons h,, s, et r,
et nous savons déja comment résoudre ce probléme (voir exercice 265).

Discussion: le probleme posséde 0 ou 1 solution.
Exercice 345)

Méthode du probléme déja résolu

Comme h,, s, et t, forment un datum, nous connaissons h,, s, et ry et
nous savons déja comment résoudre ce probléme (voir exercice 266).

Discussion: le probléeme posséde 0 ou 1 solution.
Exercice 346)
Méthode algébrique

Nous commengons par écrire le systéme d’équations non linéaires sui-
vant:

a’be S

be — Gror=" (M

SESRAA 8
a® — b—¢)? b 2

[ ((b +°2)!(j':= s 0 ) (1)

Comme s,, t) et r, sont connus, nous pouvons résoudre le systéme
(I)~(III) avec Mathematica pour obtenir a, b et c.
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Exercice 347)
Méthode algébrique

Nous commengons par écrire le systéme d’équations non linéaires sui-
vant:

a’be
be - m = 8: (l)
T ()
? — (a— ¢)?)(a c)?
[b ((a = ‘):)l(_tzﬂ o (1)

Comme 8,4, t3 et ry sont connus, nous pouvons résoudre le systéme
(I)—(11I) avec Mathematica pour obtenir a, b et c.

Exercice 348)
Méthode algébrique

Nous commengons par écrire le systéme d’équations non linéaires sui-

vant: o?
N el 0
e gy, ¥
- (a— a c)?
= - :l;l‘__‘::*’ Y _ 4 (1)

Comme 8,, t3 et r. sont connus, nous pouvons résoudre le systéme
(I)—(III) avec Mathematica pour obtenir a, b et c.

Exercice 349)
Méthode algébrique

Nous commengons par écrire le systéme d’équations non linéaires sui-
vant:

aZbe 5
e~y = )
abe)?
(2bo)? = Ep?. g R? an
a? — (b— b —ap

Comme s,, R et r sont connus, nous pouvons résoudre le systéme
(I)—(I1T) avec Mathematica pour obtenir a, b et c.
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Exercice 350)
Méthode algébrique

Nous commengons par écrire le systéme d’équations non linéaires sui-
vant:

a!
be — (H;b:)n = 82 (I)
(abe)? R? an

(2bc)? — (b2 + c? — a2)? =
[a? — (b— c)?](a + b+ c)? o
(3+c)?—a? =

(111)

Comme s,, R et r, sont connus, nous pouvons résoudre le systéme
(T)—(1II) avec Mathematica pour obtenir a, b et ¢.

Exercice 351)
Méthode algébrique

Nous commengons par écrire le systéme d’équations non linéaires sui-
vant:

a’be
N T e 52 (1)
(sbe)’ R? an

(2bc) — (b2 + 2 — a%)?

2 — (a — ¢)?)(a c)?
[b ((a+3:)1(—:’b+) =852 (1)

Comme 55, R et ry sont connus, nous pouvons résoudre le systéme
(I)—(IIT) avec Mathematica pour obtenir a, b et c.

Exercice 352)
Méthode du probléeme déja résolu

Comme h,, r et r, forment un datum, nous connaissons hg, 5, et r et
nous savons déja comment résoudre ce probléme (voir exercice 263).

Discussion: le probléme posséde 0 ou 1 solution.
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Exercice 353)
Méthode du probleme déja résolun

Comme hy, r et ry forment un datum, nous connaissons hy, s, et r et
nous savons déja comment résoudre ce probléme (voir exercice 264).

Exercice 354)
Méthode du probléme déja résolu

Comme h,, r, et r; forment un datum, nous connaissons h., s, et r, et
nous savons déja comment résoudre ce probléme (voir exercice 268).

Exercice 355)

Méthode du probléeme déja résolu

Comme h,, 13 et r. forment un datum, nous connaissons h,, 5, et ry et
nous savons déja comment résoudre ce probléeme (voir exercice 266).

Discussion: le probleme posséde 0 ou 1 solution.
Exercice 356)
Méthode algébrique

Nous commengons par écrire le systeme d’équations non linéaires sui-
vant:

be(a+c—b)a+b—c)

]
(b e, c)g SR ta (I)
c(b+ec—a)a+b—-c
iy = _)E): ) _ g (1)
ab(b+c—a)(a+c—b) .
i =12 (1)

Comme t,, t; et {. sont connus, nous pouvons résoudre le systéme
(I)—(II) avec Mathematica pour obtenir a, b et c.
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Exercice 357)
Méthode algébrique

Nous commengons par écrire le systeme d’équations non linéaires sui-

vant:
be(a+c—b)(a+b—c) _
(b =5 C)z = ti (I)
bt+c—a)a+b—c
b ¥ = -).E.): ) _ g (n
(ahey R?. (1)

(2bc)? — (B2 + 2 —a?)?

Comme t,, i) et R sont connus, nous pouvons résoudre le systéme
(I)—(11T) avec Mathematica pour obtenir a, b et c.

Exercice 358)
Méthode algébrique

Nous commengons par écrire le systéeme d’équations non linéaires sui-

vant:
be(a + c(;_l:)‘(:)a2+ b—rc) 2 )
ac(b + c(-; i)g:: b—c¢) =2 an
[a>—(b—c)’l(b+ec—a)® _, ,
b+c)?—a? =ar (1)

Comme i,, ty et r sont connus, nous pouvons résoudre le systéme
(I)-(111) avec Mathematica pour obtenir a, b et c.

Exercice 359)
Méthode algébrique

Nous commengons par écrire le systeme d'équations non linéaires sui-

vant:
be(a+c—b)a+b—c) .,
T =1 (M
ac(b+ c(: i)‘(:l)lz+ b—e) _ §2 (11)
a? — (b—c)?*)(a+ b+ c)?
Eopgliesbidl s am

Comme t,, i3 et r, sont connus, nous pouvons résoudre le systéme
(1)-(11T) avec Mathematica pour obtenir a, b et c.
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Exercice 360)
Méthode algébrique

Nous commengons par écrire le systéme d’équations non linéaires sui-

vant:
be(a+c—b)(a+b—c)
ac(b+ec—a)a+b—c
[—(@a=b)(a+bd+ec)® _, .
PR = 4r;. (111)

Comme t,, 3 et r. sont connus, nous pouvons résoudre le systeme
(I)-(111) avec Mathematica pour obtenir a, b et c.

Exercice 361)
Méthode algébrique

Nous commengons par écrire le systéme d’équations non linéaires sui-

vant.:
be(a+c—b)(a+b—c)
-0 =t (1
(abc)? X
T ()
[@>—(-c))b+c—a)? _, 2 ()

(b+c)—a?

Comme 1,, R et r sont connus, nous pouvons résoudre le systeme
(I)—(II1) avec Mathematica pour obtenir a, b et c.

Exercice 362)
Méthode algébrique

Nous commengons par écrire le systéme d’équations non linéaires sui-

vant: B % s W b
c(a c(b : c;: c) = 1)
(u&c)’ R! (ll)

(2bc)? — (B + & —a?)?
[a®> = (b —c)*)(a+b+c)? — 4y

G 2 (111)

Comme #,, R et r, sont connus, nous pouvons résoudre le systéme
(I)—(1IT) avec Mathematica pour obtenir a, b et c.

e —
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Exercice 363)
Méthode algébrique
Nous commengons par écrire le systéeme d’équations non linéaires sui-

vant:
be(a+ c—b)(a+b—c)

G-o? =ta U

(abe)” o
@ - P (i
[b? - (a—)l(a+b+e)* _ . e

(a +c)? — b2

Comme t,, R et ry sont connus, nous pouvons résoudre le systéme
(I)—(I1I) avec Mathematica pour obtenir a, b et c.

Exercice 364)
Méthode du probléeme déja résolu

Comme h,, r et r, forment un datum, nous connaissons h,, f, et r et
nous savons déja comment résoudre ce probléme (voir exercice 274).

Discussion: le probléme posséde 0 ou 1 solution.
Exercice 365)
Méthode du probleme déja résolu

Comme hy, r et ry forment un datum, nous connaissons hy, t, et r et
nous savons déja comment résoudre ce probléeme (voir exercice 275).

Exercice 366)
Méthode du probléme déja résolu

Comme h,, r, et r; forment un datum, nous connaissons h,, {, et r; et
nous savons déja comment résoudre ce probléme (voir exercice 279).

Exercice 367)
Méthode du probléme déja résolu

Comme h,, ry et r. forment un datum, nous connaissons h,, 1, et r et
nous savons déja comment résoudre ce probléme (voir exercice 277).

Discussion: le probléme posséde 0 ou 1 solution.
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Exercice 368)
Méthode du probleéme déja résolu

Commea, Ret rg—r forment un datum, nous connaissons a, R et r et
nous savons déja comment résoudre ce probléme (voir exercice 215).

Discussion: le probléme posséde 0 ou 1 solution.
Exercice 369)
Méthode du probléeme déja résolu

Comme ¢, R et r, + rp forment un datum, nous connaissons ¢, R et rq,
et nous savons déja comment résoudre ce probléme (voir exercice 217).

Discussion: le probléme posséde 0 ou 1 solution.
Exercice 370)
Méthode du probléme déja résolu
Comme h;, r et r;, (i = a,b) forment un datum, nous connaissons h,
et hy. Avec le datum h,, r, et r;, nous obtenons h.. Nous connaissons

alors hg, hy et h. et nous savons déja comment résoudre ce probléme (voir
exercice 222).

Discussion: le probléeme posséde 0 ou 1 solution.
Exercice 371)
Méthode du probléme déja résolu

Nous savons que * = % +++ r"—. Nous obtenons r et nous savons déja
comment résoudre ce probléme (voir exercice 370).

Discussion: le probléme posséde 0 ou 1 solution.



APPENDICE

RESOLUTION DES EQUATIONS ALGEBRIQUES
DU TROISIEME ET QUATRIEME DEGRES

Nous avons vu que dans plusieurs probléemes nous devions trouver les
racines d’une équation algébrique (ou polynomiale) du troisiéme ou qua-
trieme degrés. Normalement ces racines seront obtenues par des méthodes
algébriques ou numériques; cependant, dans certains cas spéciaux, les ra-
cines de ces polynomes pourront étre obtenues géométriquement. Nous
allons donc montrer comment résoudre ces équations algébriquement et
donner des critéres pour que leurs racines puissent étre obtenues graphique-
ment.

1 Résolution des équations algébriques du troisiéme degré

Soit ’équation

v +ay’ +by+c=0, (1
oua,b ceR.
Nous savons qu’avec la transformation
a
y=£-3

nous éliminons le terme en y? de I’équation (I), obtenant

2 +pz+q=0, (1)

1 1
p=§(3b—u’) et ¢g= §(2a"’-905+278).

§ Parfois appelées équations cubique ou quartigue.
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La résolution de (II) est un probléme célebre, qui a une longue histoire
(voir [4], [17] et [29], par exemple). Nous allons présenter ici seulement
les formules qui donnent les racines de (II), laissant leur déduction et les
discussions reliées aux ouvrages qui traitent en détail du sujet (voir [3], [5]
et [30], par exemple).

Les formules qui résolvent (II) ont été publiées pour la premiére fois en
1545 par Hieronimo (Girolamo) Cardano (1501-1576) et pour cette raison
sont connues sous le nom de formules de Cardano.

Pour résoudre (II), nous commengons par calculer

2
w i
A—4+27.

> . . . I T, # -
et nous avons A s 0. Nous allons étudier ces trois possibilités séparément.

a) A>0.

Si A > 0, (II) (et (I)) aura une racine réelle et les deux autres racines
seront complexes conjuguées. Soient

A=—%+\/K et B=—;——\/5.

Les racines de (II) sont:

31=\‘/-j+'y§
VSB[ VA= B

Ig =
3 = ——‘YZ; VB —i\/i—-—ﬁ; {/E

Les racines de I'équation originale (I) sont
yj = —g— +z;, § =1,2,3.
b) A=0.

SiA=0, A= B=—q/2 et (II) aura trois racines réelles dont deux au
moins seront égales. Les racines de (II) sont:

31—2 3—%
3[_9
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Les racines de I’équation originale (I) sont

yj =_‘§+:j1 j = 112)3'

) A<O.
Si A < 0, (IT) aura trois racines réelles distinctes. Nous calculons
aV27
= Arccos 0< ¢ < 7).
¢ o (0457
Les racines de (II) sont:
W A
Zj =2 3 cos 3
o [7P (¢ 2%
=25 ee(3+yg

Les racines de I’équation originale (I) sont

Y = —%+::,-, i=123.

2 Résolution des équations algébriques du quatriéme degré
Soit 1’équation
Vi+a@ +b  +ey+d=0, m
oiab,ec,deR.
Nous savons qu’avec la transformation

e a
y=z=g

nous éliminons le terme en y* de I’équation (I), obtenant
' 4 pr? 4 gz +r=0. (I1)

Pour résoudre (II), nous allons utiliser la méthode découverte par Luigi
Ferrari (1522-1565), un éléve de Cardano. Nous pouvons écrire (II) comme

L A?
z4+/\zz+T=()«'—p):=-qz+:‘-—r

A2 —4r
4

("’2 & %)2 =(A-p)z®—gz+ (1)
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Nous calculons A pour que le membre de droite de (I1I) soit le carré
parfait d’une expression linéaire ez + f.

Nous savons que (voir [30])
Az’ + Bz + C = (ez + f)? <= B?-4AC =0.

Si nous appliquons ce résultat a I’équation (III), nous obtenons

(=9 = (A -4r)(A-p) =0
g(A) =22 —pA? —4rd +4pr—¢? =0. (v)
L’équation cubique (IV) est appelée la cubique résolvante de la quar-

tique. Soit A; une racine réelle (et si possible rationnelle) de (IV). Nous
pouvons écrire (1II) comme

(22 i %)2 = (ez + f)?, (V)

ou e, f sont adéquatement choisis.

Résolvant (V) nous obtenons deux équations quadratiques qui nous
donneront les quatre racines de (I).

Exemple 1. Résoudre I'équation
V428 -6y -2y+1=0.
Avec la transformation y = z — %, nous obtenons ’équation

15 5
4 9._9g )
& 2..-. -l--5z+16 0

La cubique résolvante est

15
2

y-n-2oo (%)

)«3
i 8

Nous faisons la transformation z = kX et () peut étre écrite comme

15
24+ —ka? - .

5y, _ 205
2 4

a4 3 _o.
k*z Bk 0

Si nous posons k = 2, nous obtenons

2541522 -5z —-2715=0.
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Avec la transformation z = a — 5, nous obtenons 1'équation

aa-800=0=>01=0=>z1=—5=>4\1=—§.

2
Nous pouvons écrire (III) comme
A1y 15 A2 —5/4
2408 = e P o S
(2 +3) = (M+ )2 52+ 25
5y? 5 \/5)2
e T L IV
(z 4) 5z° — br + y (\/g:c 2 (=)

De (**), nous obtenons

' V5-1V10-2/5
5 VB S 2
z’—--a-= (\/gt—T) = 4
i, V5 + /10— 2\/5
2—
. 2
[ _-V5-V10+2/5
3:
2
z’—%:—(\/g:—\/?s) = A
= —v5+ V10 + 2/5
‘_
A 2
Comme y; = zj — %, i = 1,2,3,4, nous avons les quatre racines de

I’équation originale:

VE-1++v10-2V5
ha= 2
-1 V10+2V6
o 2

Y34

Observation: nous constatons que nous pouvons obtenir graphiquement
les quatre racines et

fW) =y +2° -6y —2y+1= (¥ + (VE+1)y-1) (v - (VE-1)y-1).

Nous concluons que le polynéme f(y) ne peut pas étre mis sous la forme
d’un produit de polynémes a coefficients rationnels et pour cette raison
nous disons que de tels polynémes sont irréductibles (ou indécomposables)
sur Q (ensemble des nombres rationnels).
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3 Equations algébriques du troisitme et quatrieéme degrés dont
les racines peuvent &tre obtenues géométriquement

Nous pouvons facilement obtenir —au moins en théorie—, par des
constructions géométriques assez élémentaires, les racines des polynémes a
coefficients entiers du premier (ou 2°) et second (ou 2') degrés. Dans cette
section, nous présenterons des critéres que les polynémes de troisitme et
quatriéme degrés doivent satisfaire pour que nous puissions obtenir géomé-
triquement au moins une de leurs racines.

3.1 Critére pour les équations du troisieme degré

Soit
f(z)=az® +bz’ +cz+d (a#0)

un polynéme du troisiéme degré. Nous commengons par remarquer que si
a,b,c,d€Zet f(z) posséde une racine rationnelle, alors ses trois racines
pourront étre obtenues géométriquement.

En effet, si f(z) posséde une racine rationnelle a/B, nous pourrons le
décomposer en facteurs comme

f(z) = (Bz — o)(pz® + 9z + 1),

ou a, B, p, g, r € Z et nous savons que nous pouvons construire aisément
les racines de facteurs linéaires et quadratiques.

Théoréme A.1: Sia,b,c,d € Z, alors f(z) aura une racine qui pourra
étre obtenue graphiquement si et seulement si une de ses racines est (un
nombre) rationnelle.

Démonstration: voir [3].
-
Etant donné ce théoréme, nous nous confrontons maintenant avec le
probléme de savoir si une équation cubique posséde ou non une racine
rationnelle. Heureusement, ce probléme est résolu avec le théoréme suivant
qui, étant trés important, apparait dans n’importe quel ouvrage didactique
qui traite de la théorie des équations:

Théordme A.2: Sia,b,c,d € Z el a/f est une racine rationnelle de
f(z), ot a et B sont des entiers relativement premiers (on dit aussi que o
el B sont premiers entre euz, i.c., n'oni aucun facteur commun), alors o
divise d el # divise a.

Exemple 2. Montrer que I’équation
f(z)=22— 32 - 1124+ 6=0

posséde une racine rationnelle.
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Soit z; une racine rationnelle. Alors z; = a/f, ou a divise 6 et g
divise 2, i.e.,
a peut étre £ 1, 2, £3 ou £ 6 et

[ peut étre &+ 1ou + 2.

D’oli a/f aura +1, +1/2, +2, +3/2, +3 ou =+ 6 comme ensemble de
possibilités. Nous constatons que f(+1) #0 et f(1/2) = 0. Donc,

22° -3z - 11z 46 = (z - %)(2;’ -2z —12)
= (22 - 1)(z? — z — 6)
=(2z-1)(z-3)(z+2),
i.e., les racines de f(z) sont { %,3, —2} et nous pouvons les obtenir
graphiquement.

Exemple 3. Montrer que l'équation
f(2)=8z-6z—-1=0

ne posséde aucune racine rationnelle.

Nous avons +1, +1/2, +1/4 ou * 1/8 comme ensemble de possibilités
et aucun de ces nombres n’est une racine de f(z). Donc, les racines de f(z)
ne peuvent pas étre obtenues graphiquement.

3.2 Critére pour les équations du guatriéme degré

Soient
f(@)=az* +b2> +cz’ +dz+e (a#0)

un polynéme du quatriéme degré et g(A) sa cubique résolvante.

Théoréme A.3: Sia, b, c, d, e € Z, alors f(z) aura une racine qui pourra
étre obtenue graphiquement si et seulement si f(z) ou g(A) posséde une
racine rationnelle.

Démonstration: voir [3].

Théoréme A.4: Sia, b, c, d, e € Z, alors toules les racines de f(z) pour-
ront étre obtenues graphiquement si el seulement si g(A) posséde une racine
rationnelle.

Démonstration: voir [3].
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Exemple 4. Probléme 77 original

Lors du probléme 77, nous avons dii résoudre 1’équation
f(c) = 300c* — 3120¢ — 1163¢? 4 72240c — 134848 = 0. (%)

Nous commengons par savoir si f(c) peut posséder une racine rationnelle.
L'application du théoréme A.2 dans ce cas ne serait pas pratique a cause du
trés grand nombre de possibilités & examiner. Pour des équations comme
(%), le prochain résultat peut s’avérer utile:

Théoréme A.5: Soil f(z) = anz" +ap-12"" 1 +---+ayz+ag, otia, #0
ela; €Z, i=0,1,...,n. Si, pour un nombre premier p quelconque, nous
avons

a.f(0)f(1)--- f(p—1) #0 (mod p),

alors I’équation f(z) = 0 ne posséde aucune racine rationnelle.

Démonstration: voir [7].

Nous commengons par supposer que f(c) ne posséde aucune racine ra-
tionnelle et appliquons le théoréme A5 avecp€e Pou P ={2,3,5,...,31}.
Si anf(0)f(1)---f(p—1) =0 (mod p) Vp € P, alors nous avons plus
de raisons pour supposer que f(c) peut posséder une racine rationnelle et
seulement a ce moment-ci nous appliquons le résultat du théoréme A .2.

Nous avons, pour f(c) et p € P, les valeurs suivantes:

a, = aq =300 (=2,3,5) f(4)= 12624
ao = f(0) = —134848 (+7,43)  f(5) = — 5223
£(1) = — 66591 #(6) = —28396
f(2)=— 15180 (+11,23)  f(7) = —36015
f(3)= 11465 . f(8= 0 (+13,17,19,29,31,...)

Nous trouvons la racine ¢ = 8. Nous pouvons écrire (*) comme
f(c) = (c — 8)(300¢® — 720c? — 6923¢ + 16856) = 0.

Maintenant nous répétons le test du théoréme A.5 avec p € P pour le
polynome
h(e) = 300¢® — 720¢® — 6923¢ + 16856. (*+)

Nous découvrons que, 8i p = 13, alors
300h(0)h(1)---h(12) # 0 (mod 13).

Donc, le polynéme h(c) donné par (+x) ne posséde aucune racine ra-
tionnelle et ses racines ne peuvent pas étre construites. Par conséquent,
c = 8 est la seule racine du polynéme f(c) donné par (*) que l'on peut
obtenir graphiquement.
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Pour justifier les trois prochains exemples, nous énongons le théoreme
suivant:

Théoréme A.6: Un nombre peut élre construil géométriguement si el
seulement 8’il est racine d’un polynéme @ coefficients entiers irréductible
sur Q et dont le degré est une puissance entiére positive ou nulle de 2.

Démonstration: voir [11], chapitre 39.

Le théoréme A.6 nous dit que si f(z) = E::—.o a;z* (a; € Z Vi, ag #0)
est irréductible sur Q, alors ses racines pourront étre construites. Quant
aux équations polynomiales générales a coefficients réels de degré supérieur
ou égal & 5, nous savons qu’elles ne possédent pas de solution générale par
extraction des radicaux; par conséquent, les racines des polynémes de degré
2% k > 3, qui satisfont aux conditions du théoréme A.6 ne pourront pas
étre obtenues algébriquement, encore moins graphiquement.

Exemple 5. Soit o le nombre v241/1 + V3. Montrer que a est la racine
d’un polyndéme qui satisfait aux conditions du théoreme A.6.

Nous écrivons a = V2 + V1 4+ V3 et nous avons:

a-V2=\1+V3
o -2V/2a+2=14+V3

a?4+1=2V2a+V3

o'+ 2% +1=8a" +4V6a +3

ot — 6a® — 2 = 46

a® —12a° 4+ 32* - 720 +4=0.
Par conséquent, le nombre o est une racine du polynéme
z® — 122° 4+ 322* — 7227 + 4. (#)

Pour montrer que () est un polynéme irréductible sur @, nous calculons

ses huit racines z;. Nous posons t = z? et nous écrivons (*) comme
th — 1265 + 324 — T2 + 4. )
Résolvant (*+), nous obtenons A; = —10 (racine de la cubique résol-

vante) et les racines {; sont

t, =3+V3+2\/2+2V3
z,=3+\/§—2\/2+2\/§
t3=3-\/§+2\/2-2v’§

te=3-v3-2/2-2V3.
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Les racines de () sont z; = /T, j = 1,2,3,4 et a = z; = +/4) =
\/3 +V3+2/2/1+ 73(!). Donc, (*) est un polynéme irréductible sur

Q et nous constatons que (*) satisfait a toutes les autres conditions du

théoréme A.6.

Un cas plus compliqué est présenté dans le prochain exemple.

Exemple 6. Soit v le nombre v/2 4 v/3 + /5 + v/7. Montrer que 7 est la
racine d’un polynéme qui satisfait aux conditions du théoréme A.6.

Nous remarquons que v/2+/3 = \/5+324et VE4+VT = V12 + V/140.

Inspirés par les exemples 1 et 5, nous construisons le polynéme g(::) de
degré 8 dont les racines ry, i=1,...,8 sont:

gy = \/5+~/_+\/12+\/ﬁ rs= \/5—v2i+\/124Via0

V54 va- 124 VII0 re= \/5- V24— 12+ ViT0
rs=—\/5+ VA +\/12- VII0 rr=—\/5— V3T +1/12— VIO
r,=-\/5+\/2_—\/12-\/u_0 rs=—\/r:—\/2_—\/12—x/m.

Nous posons g(z) = l'[f=l(.-: — r;) et obtenons

28 —68z° —16v/105z° + 926z* + 41610523+ 545222 + 176105z — 215 = 0.
(*)

Nous sommes presque rendus. Nous écrivons (*) comme
z8 — 68z° + 926z + 545222 — 215 = 16V106z(z* — 2622 — 11)  (#+)
et élevons (**) au carré. Nous obtenons

f(z) = 2% — 1362z + 647622 — 1419122"° + 1513334z° — 74531762° +
+ 13950764z* — 559684022 + 46225 = 0. (1)

Pour montrer que f(z) donné par (1) est un polynéme irréductible sur
Q, nous calculons ses seize racines zj. Nous posons t = z? et nous écrivons
() comme

t® — 136t7 + 64761° — 141912¢° + 1513334¢* — 74531761> +
+ 13950764t% — 5596840t + 46225 =0. (1)
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Nous savons (par construction) que r;, i = 1,...,8 est une racine de
(1). Done, t; = r? est une racine de () et les seize racines z;, j=1,...,16
de (1) sont

z;:i:JE::I:\/E, f=1,...,8; et 1r=zl=+\/ﬂ=+\/r—‘=
= /17 +2[VE + VIO + VT4 + V15 + V21 + V35] (17).

Nous concluons que (}) est un polyndme irréductible sur Q et nous consta-
tons que (1) satisfait & toutes les autres conditions du théoréme A.6.

Pour illustrer le fait que, généralement, les racines des polynémes de
degré 4 & coefficients entiers et irréductibles sur Q ne pourront pas étre
obtenues graphiquement, nous donnons I’exemple suivant:

Exemple 7. Probléme 77 perturbé

Nous perturbons légérement les paramétres du probleme 77 afin de ren-
dre le polynéme (}) de la page 101 irréductible sur Q. Nous supposons que
cosa = ﬁ-, my = 3,5 cm et 8, = 2/7 cm. L’équation (1) devient

f(c) = 100¢* — 780c® + 371c* + 6860c — 9604 = 0. m

Pour que toutes les conditions du théoréme A.6 soient satisfaites, nous
devons montrer que f(c) donné par (I) est irréductible sur Q.

Si I'on peut décomposer f(c) (sur Q) en un produit dont un facteur
est linéaire, alors f(c) posséde une racine rationnelle. Nous appliquons le
théoréme A.5 au polynéme f(c) et nous découvrons que si p = 19, alors

100£(0)f(1)--- f(18) £0 (mod 19).

Donc le polynéme f(c) donné par (I) ne posséde aucune racine ra-
tionnelle et nous ne pouvons pas le mettre sous la forme

(Be + a)(pe® + gc* + rc + 8),

aveca?ﬂ'p'lqlr’SEz'

D’autre part, si I’on peut décomposer f(c) en un produit de deux
facteurs quadratiques en Q, alors nous pouvons I’écrire comme

()= ll')(]((c2 +pc+q)(e® +re+3s)), *

ou p, q, 7, 8 €Q et f(c) est écrit comme

_ T804 371, 6860 9604)

£(e) =100(c* 100° Y 100° * 100° T00
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Egalisant les coefficients des puissances de méme degré en c dans les deux
représentations de f(c), nous devons avoir

98y? 98 :
qa_-(ﬁ)=>q—-s—:l:ﬁ=>q+s-0 (1)

6860 =
ps+gqr= lfm=>p—r--:l:'? (i)
Sgkam o). ML (i)

e it= - ae & 000
+r= Lol (iv)
g )

Avec (ii) et (iv), nous obtenons pr = 28 # 3T et par conséquent f(c) est
irréductible sur Q (nous arrivons a la méme conclusion si nous commengons
notre analyse avec d’autres valeurs pour ¢ et 5 comme ¢ = —9604 et 5 =

1/100).

Les conditions du théoréme A.6 sont satisfaites. Les racines de f(c)
données par (I) peuvent donc étre construites géométriquement; cepen-
dant, pour qu’on puisse les oblenir graphiquement, il faut que la cubique
résolvante de f(c) posséde une racine rationnelle (théoréme A.4).

Pour trouver la cubique résolvante, nous écrivons (I) comme

o B I, M3 201
5 100 5 s

Nous posons ¢ = £ — X (—32) = z + 2 pour éliminer le terme en ¢*. Nous
p a\™ % 20

obtenons
7642 95 1353641
o T & g 2 e [P
f(z)== 507 z‘ 4 72 + 2000~ 0. (1)

La cubique résolvante de (IT) est
g(X) = 4000% 2> + 3056800001% — 541456400\ — 19369524522 = 0. (III)

Pour savoir si g(A) donné par (III) posséde une racine rationnelle, nous
appliquons le test du théoréme A.5 avec p € P. Nous découvrons que si
p=11, alors

4000%g(0)g(1)---9(10) # 0 (mod 11).

La cubique résolvante ne posséde donc aucune racine rationnelle et par
conséquent nous ne pouvons pas obtenir graphiquement les racines de (1).
Nous pouvons cependant calculer des valeurs approchées qui pourraient étre
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obtenues graphiquement. Si A; est une racine de (III), les racines de (I)
sont données par

39+ 1/1910,5 + 100, + \/1910,5 — 100} — \/40000)& — 1353641
= 20

(53]

39 + 1/1910,5 + 100A; — \/1910,5 — 100\, — \/40000)«f — 1353641
Ccy = 20

39 — \/19]0.5 + 100A; + J1910,5 — 100X + \/4OODOA¥ — 1353641
e 20

c.

39 — /1910,5 + 100, — \/1910,5 — 100X, + \/40000,\§ — 1353641
4 = .
20

Avec ¢;, nous obtenons b; et a;,i1=1, 2, 3, 4:

- SqCi T
e 2cicosaf2—s, 5¢;i—14*
77— b? -+ c? - 1—?15‘-0,-.

Résolvant (III), nous obtenons \; = 7,423192161 (avec neuf chiffres dé-
cimaux exacts). Avec cette valeur pour Ay, nous calculons ¢;, b; et a; (avec
six chiffres décimaux exacts):

c; = 5,3094154cm —> b; = 5,9242336 cm et a; = 3,7226846 cm
ep = 3,7411372cm =—> by = 11,1303475cm et a; = 8,5115339cm

c3 = 1,6607748cm = b3 <0
cq < 0.

Vérification: le lecteur peut facilement constater que les deux triangles
dont les cotés sont (a;,b;,c;) et (az, bz, c2) satisfont a toutes les conditions
du probléme.

Montrons maintenant que nous pouvons construire un polynéme de
degré 4 a coefficients entiers et irréductible sur ), dont les racines pourront
toujours (en supposant quelques restrictions sur les valeurs des paramétres
qui forment ses coefficients, comme nous le verrons) étre obtenues graphi-
quement.
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Soit le probléeme 157, i.e., construire un triangle ABC dont on connait
a, hy et t.. Nous commengons par former le systéme suivant:

siny = hy/a (N
siny = 28iny/2cos /2 (11)
2absin /2
T:% =1, (111)
2_ 2
cos®y =1-sin’y = = uzh& (1v)

cm7/2=1/£€ﬂ_ )

Avec le systéme (I)-(V), on obtient I’équation suivante:
f(b) = t4(b — a)* — 4a?t20? (b — a)® + 4a®h}b* = 0. (V1)

Comme a, h; et t. sont connus, f(b) donné par (VI) est un polynéme de
degré 4 en b. Nous avons vu que nous pouvons résoudre le probleme 157
graphiquement; par conséquent, les racines (c6té b) de (VI) peuvent étre
obtenues graphiquement et la cubique résolvante dé (VI) posséde une racine
rationnelle.

Exemple 8. Construire un triangle ABC sia = 5cm, hy = 5v/3/2cm et
t.=40/3cm.

L’équation (VI) devient
F(b) = 407b* — 117765 + 1113606 — 409600b + 512000 = 0. (%)

Résoudre (*) algébriquement serait laborieux. En résolvant le probleme
graphiquement, i.e., avec les techniques de la géométrie analytique, nous
posons B = (—5,0) et C = (0,0). Ensuite, avec les données du probléme,
nous obtenons, dans l’ordre:

5 5V3 5 5V3
= (p=r) & He=(-3-7r)
2 20V/3 20 20v/3
T, = ("'3—. —T) et T, = (?, T)
A; = (-4, 4\/3_) => by=8cm et cg=Tem _ (1 = 60°)
_ (_20 20V/3 _ 40 _ 57 i
Az = (—E.T) —" b:—ﬁcm et ca=—T—am (m =60")

Ayant calculé b; et by, nous pouvons écrire f(b) donné par (*) comme

f(b) = (b — 8)(11b — 40)(376% — 640b + 1600).
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Les racines de 3752 — 640b + 1600 = 0 nous donnent les deux autres cotés
ba et 64.

53=§0_+§.;.Mcm — c3="n=+b§+abs cm (‘72:1200)

b, = 320 1203
g =————¢m

37 = cq=/a?+ b3 +abgecm (73 = 120°)

Vérification: le lecteur peut facilement constater que les quatre triangles
dont les cotés sont (a,by,cy), (a,ba,c2), (a,bs,c3) et (a,bs,cq) satisfont &
toutes les conditions du probléme.

Exemple 9. Construire un triangle ABC sia=hy =5cmet t. =1cm.
Si a = hy et t, = 1, I’équation (VI) devient
[2a% — 1)%* + 4a(2a? — 1)b® + 20%(3 — 2a*)b? —4a®b+a* = 0. (#)
En posant a = 5, I'équation (*) devient
24015* + 9806 — 2350b2 — 5005 + 625 = 0. (*x)

Encore une fois, I’équation (*#) nous parait compliquée a résoudre algé-
briquement. En résolvant le probleme graphiquement (remarquer que y =
90°), nous posons B = (—5,0) et C = (0,0). Ensuite, avec les données du
probléme, nous obtenons:

Hy = C = (0,0)
n=(£.%)

a= (o B0

Par conséquent,

b] - _'—'—'—5[5‘/459— 1] —> € = “02 G 6 b%

5[5v2 + 1]
49

by = (solution étrangere),

aprés quoi nous constatons que nous pouvons écrire (**) comme

(49b% + 10b — 25)* = 0,
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i.e., by (et by) est une racine double et le probléme n’a qu’une seule solution.

Vérification: le lecteur peut facilement constater que le triangle dont les
cotés sont (a, by, cy ) satisfait & toutes les conditions du probléme.

Exemple 10. Construire un triangle ABC si a = 2V2cmet hy = 1, =
V2em.

Avec ces données, I’équation (VI) devient
f(b) = b* + 56v/2b> — 80b — 64v/2b + 64 = 0. (%)

L’équation (*) ne nous parait pas compliquée a résoudre algébriquement.
La cubique résolvante de f(b) est

g(A) = A3 4 80A? — 7424 — 430080 = 0. (»*)

L’équation (*%) posséde une racine rationnelle (entiére et positive) qui doit
diviser 430080. En essayant les candidats 105, 70, 84 et 80, on constate que
9(80) = 0. Alors, on peut écrire f(b) donné par (x) comme

f(b) = [b% + (28V2 — 24v/3)b + 40 — 16v6] x *
x [b2 + (28V2 + 24V3)b 4 40 + 16V6].  (#xx)

Les deux racines positives de (**#) sont

by =12v/3 — 14v2 + V784 — 320V6 = 12V/3 — 14VZ - 86+ 20 (71 = 30°)
by =12v3 - 14v2 — /784 — 320/6 = 123 — 142+ 8V6—20 (72 = 150°)

Avec a, by et v;, on obtient ¢; = 1/8+ b2 — 2v/6b,; avec a, by et 2, on
obtient c; = /8 + b3 + 2v/6b,.

Vérification: le lecteur peut facilement constater que les deux triangles
dont les c6tés sont (a, by, c;) et (a,by,cy) satisfont & toutes les conditions
du probléme.

Observation: en résolvant ce probléme graphiquement, on obtient

b = 2VB(V3+1) s
' T34+Va+2/6

Par conséquent,

2V6(v3+1) _ » 9
m_lzﬁ 14v/2 — 86 + 20.
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Nous avons obtenu I’équation (VI) en supposant, évidemment, que
0 < hy < aeti. > 0 (ensemble E). De plus, si F est I’ensemble des nombres
que ’on peut construire graphiquement, alors pour les valeurs de a, hy et
i, telles que a,h;,t. € ENT, les racines des polynémes de degré 4 qui en
découlent peuvent étre obtenues graphiquement. Pour voir si nous pouvons
élargir I'ensemble [E (mais tout en conservant la condition que les racines
puissent étre obtenues graphiquement), nous développons I'équation (VI),
obtenant

(4a®h} + t — 4a%12)b* + (84312 — 4at?)b® +
+ (6a%t} — 4a*t?)b? — 4at2b + a*t? = 0. (VII)
En regardant de prés les coefficients de (VII), nous constatons que les
parametres hy et {. y apparaissent toujours élevés & une puissance paire;
quant au parametre a, il apparait toujours élevé a une puissance paire dans
les coefficients de b4, b? et b° (le terme indépendant) et & une puissance

impaire dans les coefficients de b3 et b. Par conséquent, si a, hy,t. € F et
|hs| < |a], alors les racines de (VII) pourront étre obtenues graphiquement.

Exemple 11. “Construire un triangle ABCsia=1t, = lcm et hy =
Ocm.”

L’équation (VII) devient
F(b) =3b* —4b®* — 26> +4b—1=0. 0

Nous constatons que nous pouvons écrire le polynéme f(b) donné par
(*) comme

F(b) = (3b—1)(b+1)(b-1)?

et nous concluons que ses racines peuvent étre obtenues graphiquement.

Exemple 12. “Construire un triangle ABCsia = —5cm, hy = :1:9-{—5— cm
et t, = +40/3cm.”

L’équation (VII) devient
f(b) = 407b* + 117766 + 1113606 + 409600b + 512000 = 0.  (#)

En comparant cette équation avec I’équation (*) de I'exemple 8, on
conclut que les deux polynémes f(b) ont des racines symétriques.

Il nous resterait a montrer que les racines de (VII) peuvent ou ne peuvent
pas étre obtenues graphiquement si a,hy,i. € F et |hy| > |a|; nous ne
rentrerons cependant pas dans cette analyse, nous contentant seulement de
présenter un seul et dernier exemple.
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Exemple 13. “Construire un triangle ABC sia =1, = lem et hy =
2cm.”

L’équation (VII) devient
J(b) = 13b* + 40 + 26 —4b+ 1= 0. (%)
En faisant le changement de variable b = y/13, ’équation (*) devient
y* + 4> + 26y® — 676y + 2197 = 0. (++)
La cubique résolvante de (*x) est
g(2) = A% — 26A% — 11492) — 263640 = 0. (3%%)
En essayant quelques candidats possibles, on constate que g(130) = 0. La

cubique résolvante posséde une racine rationnelle! Nous pouvons écrire (**)
comme

[V +@2+ 6v3)y + 65 + 26\/3 [V +(2- 6v/3)y + 65 — 26\/@. (+x+%)

Les racines de (**) sont complexes et b; = y;/13, i = 1,2,3,4, ou les y;
sont les quatre racines de (##%x).



BIBLIOGRAPHIE ET REFERENCES

[1] Altshiller-Court, N., College Geometry, Barnes & Noble, New York,
1952.

[2] Barbeau, E.J., Polynomials, Springer-Verlag, 1989.

[3] Borofsky, S., Elementary Theory of Equations, The Macmillan Com-
pany, 1961.

[4] Boyer, C.B., A History of Mathematics, John Wiley & Sons, 1968.

[5] Cajori, F., An Introduction to the Theory of Equations, Dover, 1969.

[6] Coxeter, H.S.M., Introduction to Geometry, John Wiley & Sons, 1969.

[7] Dorroh, J.L. and Howell, L.B., “On the rational roots of polyno-
mial equations”, The American Mathematical Monthly 53, 1946,
Pp- 383-384.

[8] “Elementary problems and solutions”, The American Mathematical
Monthly 67, 1960, pp. 185-186.

[9] “Elementary problems and solutions”, The American Mathematical
Monthly 95, 1988, pp. 458-460.

[10] Fisher, R.C. et Ziebur, A.D., Algébre et Trigonométrie, Beauchemin,
Montréal, 1966.

[11] Fraleigh, J.B., A First Course in Abstract Algebra, Addison-Wesley,
1972.

[12] Hadamard, J., Legons de Géométrie, Volume I (Géométrie plane),
Editions Jacques Gabay, 1988.

[13] Hadlock, C.R., Field Theory and its Classical Problems, Carus Mono-
graph # 19, The Mathematical Association of Ameri¢a, 1978.



288

[14] Hungarian Problem Book I, New Mathematical Library # 11, Random
House, New York, 1963.

[15] Tezzi, G., Fundamentos de Matemdtica Elementar # 6, Atual Editora,
Séo Paulo, 1993.

[16] Johnson, R.A., Advanced Euclidean Geometry, Dover, 1960.

[17] Milies, C.P., “A Solugao de Tartaglia para a Equagdo do Terceiro
Grau”, Revista do Professor de Matemdtica 25, 1994, pp. 15—
22, Sociedade Brasileira de Matematica, Caixa Postal 66281, Sao
Paulo, SP 05389-970.

[18] Mironescu, P. and Panaitopol, L., “The existence of a triangle with
prescribed angle bisector lengths”, The American Mathematical
Monthly 101, 1994, pp. 58-60.

[19] Morgado, A.C.O., Wagner, E. et Jorge, M., Geometria I, Francisco
Alves, Rio de Janeiro, 1990.

[20] Niven, 1., Numbers: Rational and Irretional, New Mathematical Li-
brary # 1, Random House, New York, 1961.

[21] Ortega, J.M. et Rheinboldt, W.C., Iterative Solution of Nonlinear
FEguations in Several Variables, Academic Press, 1970.

[22] Petersen, J., Methods and Theories for the Solution of Problems of
Geometrical Constructions, G.E. Stechert & Co., New York, 1927.

[23] Polya, G., Comment poser et résoudre un probléme, Dunod, 1957.

[24] Polya, G., Mathematical Discovery - Volume I, John Wiley & Sons,
New York, 1962.

[25] Putnoki, J.C., Elementos de Geomeiria & Desenho Geométrico, Edi-
tora Scipione, Sao Paulo, 1989.

[26] Smart, J.R., Modern Geomelries, Brooks/Cole, Monterey, California,
1973.

[27] Spiegel, M.R., Formules et Tables de Mathématigues, Série Schaum,
McGraw-Hill, 1983.

[28] Tessier, G.J.-M et Beaugrand, R., Manuel de Géométrie Plane, Centre
de Psychologie et de Pédagogie, Montréal, 1958,



289

[29] Tietze, H., Famous Problems of Mathematlics, Graylock Press, New
York, 1965.

[30] Uspensky, J.V., Theory of Equations, McGraw-Hill, 1948.
[31] Wagner, E., Construgies Geoméiricas, IMPA /VITAE, 1993, Sociedade

Brasileira de Matemdtica, Estrada Dona Castorina 110, Rio de
Janeiro, RJ 22460-320.



